Corrigés des exercices de maths sup

Dimension finie

Corrigé de I'exercice 1 : Base et dimension d'un sous-espace de
R4

1. Le vecteur nul vérifie les deux équations. De plus, si X et ¥ vérifient deux équations linéaires
homogénes, alors A X + u ¥ les vérifie aussi. Donc F' est un sous-espace vectoriel de

R4 .

2. La seconde équation donne & = Wy — 2z . En reportant dans la premiére, on obtient
y—2z+y+z+t=0sit f=-2y+2z. Ansi

(z,y,2,t) =y(1,1,0,—-2) + 2(—=2,0,1,1).

La famille l:fl, fz) , avec fl = (1,1,0, -2) et fg = (-2,0,1,1}, engendre donc F'.
Elle est libre, car les vecteurs ne sont pas colinéaires : leurs deuxiemes coordonnées valent 1 et
0, leurs troisiemes 0 et 1 .Donc l:fl, fg:l estunebasede F' et dimF = 2.

3. Onvérifie: 34+1—-1—-3 =0¢e 3—-1—-2=0,donc w € F .D'apréslaquestion

précédente, ses coordonnées sont ses composantes % = 1 et z = —1.En effet,
f{—Ff5=1(3,1,-1-3)  Les coordonnées de w sont (1, -1}.

Point de méthode : résoudre le systeme en exprimant certaines inconnues en fonction des autres donne
directement une famille génératrice, qu'il suffit ensuite de vérifier libre.

Corrigé de I'exercice 2 : Trois vecteurs de R3

1. La famille compte trois vecteurs et dim R3 = 3. Il suffit donc de montrer qu'elle est libre.
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Supposons Gt«ul—i-bug—i-CUBZU.Onobtient a+b=0, a+c=0et
b4+c=0.Ansi b= —get ¢ = —a,puis b4+c = —2a = 0.Donc
g = b = ¢ = 0. La famille est libre, donc c'est une base de [:.

2. Oncherche a,b,c avec a4+b=x, a+c =1y, b+4c = z.Enadditionnant,

a+b4c= # . On retranche ensuite chaque équation :
r+y—z r—y+z —r+y+z
= ) ) b = 3 ) = 3 :

Ce sont les coordonnées de (z, y, z) dans la base (i, g, Us),
3. Onremarque que Uy — Uy = l:[:l, 1, —1:1 = ué . La famille est donc liée, et ce n'est pas une

base. Par ailleurs, ™1 et ™5 ne sont pas colinéaires. Ainsi
Vect(ty, to, ug) = Vect(uy, uy) estdedimension 2.Le rang vaut 2.

Corrigé de I'exercice 3 : Rang d'une famille de quatre vecteurs

1. Oncalcule vy —v; = (I, =1, -1L,1) = vy et vy + vy = (3,3,1,1) = vy.Donc
Uz = Yp TV et vg = vt g,

2. Ainsi ¥V = Ve-::t{ﬂl, 1.'2}, De plus, Y1 et Y5 ne sont pas colinéaires : la troisiéme
coordonnée de %1 vaut 1 etcellede Y3 vaut 0, tandis que la quatrieme vaut 0 et 1.Le
rang vaut 2 et l:’L'l, ’Ug} est une basede V.

3. Unvecteurde ¥ s'écrit avy +bvy = (@+2b,2a +b,a,0).0onc z=a, t =4,
puis £ = z + 2t et Yy = 2z 4+ £ . Réciproquement, un vecteur vérifiant ces deux relations
s'écrit #Vy +tUy. Donc V estdéfinipar r—z—2t =0et y—2z—1%t=0.0n
vérifiesur Y1 : 1—-1—-0=0e 2-2-0=0.

Corrigé de I'exercice 4 : Compléter une famille libre de R4

1. Si G Uy + & Ug = U, la premiére coordonnée donne g = 0, puis la quatriéme donne
b = 0 . La famille l:ul, ug} est libre.



2. Non. En effet, Un = €5 + €4, donc la famille (ul, Un, €q, E-i:' est liée. Ce n'est pas une
base. Autrement dit, Vect{u;, u,) et Vect(es, e4) onten commun la droite engendrée par
U
7.

3. Supposons @ uy +buy + cey +deg = 0. Coordonnée par coordonnée: a +¢c = 0,
20 =0, a+b+d=0, b=0.0nobtient @ =0, b =0,puis ¢ =10 et
d = (0 . La famille est libre et compte 4 vecteurs en dimension 4. C'est donc une base de

R% .

4. C'est le théoreme de la base incomplete : toute famille libre se compléte en une base avec des
vecteurs d'une famille génératrice, ici la base canonique. La question 2 montre cependant que tous
les choix ne conviennent pas.

Corrigé de I'exercice 5 : Egalité de deux sous-espaces par la
dimension

1. Lesvecteurs (1,2,3) et (2,3,4) ne sont pas colinéaires : le double du premier est (2,4, 6).
Donc dim F' = 2 .Ensuite, (F est défini par une équation non triviale. On paramétre :
r = 2y —z,donc G = Vect((2,1,0), (1,0, 1]}, avec deux vecteurs non colinéaires.
Ainsi dim F' = dim G = 2.

2.0na 1—-443 =0et 2—-6-+4+4 = 0.Donclesdeux générateursde F' sontdans &,

et F C ( puisque & estun sous-espace. Comme de plus dim F = dim (3 , on conclut
que F' = (7, parle théoreme sur la dimension d'un sous-espace.

Corrigé de I'exercice 6 : Bases de polynémes a degrés

échelonnés

1. Les polyndmes (X — 1};‘*', pour & = 0,... 3, sontdedegrés 0,1,2, 3 deux adeux
distincts. Une telle famille est libre, d'apres le cours. Elle compte 4 vecteurs, et
dim R3[X] = 4. C'est donc une base.
2. Onécrit X = (X —1) 41 eton applique la formule du binéme :
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X3 =143(X —1)+3(X —1)? + (X —1)%.

Les coordonnées de X3 sont (1,3,3,1).

. Ecrivons P = ag + al{X -1+ aE{X — 1)2 + aE{X — 1]3 .En évaluanten 1,on
obtient P(1) = ag . Ensuite, en dérivant k fois puis en évaluanten 1, seuls les termes de

k
degré J subsistent : P':k){l} = k! a;. Donc o = PH) , ce qui est la formule
P _
7 =

annoncée. On retrouve la question 2 : pour X2, on a g = 3.
. Lespolynémes 1, X, X(X —-1), X(X —1)(X —2) sontdedegrés 0,1,2, 3. Pourla
méme raison, C est une base de R3[X|. On développe ensuite
XX -D(X -2 = X3 -3X2 42X . Donc
X3=X(X-D(X -2 +3X2%2-2X or 3X2-2X =3X(X-D+X.
Finalement X3 = X(X —1)(X —2) +3X(X — 1) + X , de coordonnées (0,1,3,1).

Corrigé de I'exercice 7 : Dimension d'un produit d'espaces

. D'aprés le cours, dim B = dim R2 + dim Ry[X] =24 3.Donc dim E = 5, etune
base est

(((1,0),0),((0,1),0), ((0,0),1), (0, 0), X), ((0, 0), X*)).

. L'étlément nul ({0, 0), 0) appartienta H .Si ({a,b), P) et ((a/, bf}! @) sontdans H,
alors (AP 4+ u@)(0) = 2a+ pal, etdemémeen 1.Donc H estun sous-espace
de ¥.

. Unélémentde H est entiérement déterminé par P : il s'écrit  ((P(0), P(1)), P} . Avec
P=a+B8X+vX2 ona PO =ae Pl)=a+p+v. Ansi H est

engendré par h1 = ((1,1),1), hg = ((0,1), X) et hz = (0,1), X2). Cette famille est

libre : une combinaison nulle donne o + 8 X + -y X2 = 0 surla seconde composante. Donc
(h1, hy, h3) estunebasede H et dim H = 3.



1. L'égalité aw +bv+cw =0 sécrit

a+ b+ mc
a+mb+c=0
ma +b+c=0

En retranchant la deuxieme ligne a la premiere, on obtient {l — m:lb —+ {m — 1}.: = 0, soit

(m —1)(c — b) = 0 . De méme, la deuxiéme moins la troisiéme donne
(l-mja+(m—1b=0.Donc (m—-1){b—c)=0et (m—-1a—-5b =0.

0

2. Premier cas, m = 1 :les trois vecteurs valent (1,1,1).Le rang vaut 1.

Deuxiéme cas, ?‘é 1 :onobtient ¢ = b = ¢, puis la premiere équation donne
(m +2a = 0.Sideplus m* —2,alors g =b = c = 0 :lafamille est libre et le
rang vaut 3.

Troisiéme cas, m = —2 :ona u+v+w = (m + 2)(1,1,1) = 0, donc la famille est
lice. Cependant u = (1,1, —-2) et v = (1, —2,1) ne sont pas colinéaires. Le rang vaut 2.

3. Trois vecteurs forment une base de [R3 si et seulement si leur rang vaut 3 . C'est le cas
exactement pour M % {1, -2}.

Corrigé de I'exercice 9 : Deux plans de R3

1. Pour P7,onécrit # = —% — Y donc P; = Vect((1,0, -1), (0,1, —1}), de dimension
2.Deméme, Py = Vect((1,0, -1), (2,1,0}) estdedimension 2.Enfin,
0,1, -1) € P{ mais 0—2—-1= -3 ?‘3 0, donc ce vecteur n'est pas dans Py . Les
plans sont distincts.

2. Ona Py C P1+ Pq, etlinclusion est stricte car Pq gf P1.Donc dim(P;+ Pq)>2,

d'ot Py + Py = R3. La formule de Grassmann donne alors dim{Pq M Py) =2+2 -3,
Ainsi dimI:Pl + Pg:l = 3 et dim(Pl M ngl =1.
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3. On résout le systéme. En soustrayant les deux équations, 3% = 0,donc ¥ = 0 et
z = —z .Une basede P1M Py est ((1,0,—1]J).0On retrouve bien une droite.

4. Dans R4, lesplans Vect(ey, eq) et Vect(es, e4) ont pourintersection {0}.En
revanche, dans |3, la somme de deux plans est de dimension au plus 3 . Par Grassmann,
dim{(P N Q) >2+4+2-3 = 1.Deux plansde [3 ont donc toujours au moins une
droite en commun.

Corrigé de I'exercice 10 : Formule de Grassmann dans R4

1. Les vecteurs fl et fg ne sont pas colinéaires, de méme que 91 et Z5.Donc
dimF =dimG = 2.

2. Oncalcule fy— fq = (1,0, -1, 0) et g1 =99 = (—1,0,1,0) , dont la somme est nulle. La
famille est donc liée, et son rang est au plus 3 . Montrons que {fl, fg, 91} est libre. Si
af,+bfo+cg; =0, onobtient (@,a+bb+c,c)=0,dnc a=b=c=0.
Comme g5 = fl - fg + gq.,0na VECt{fla fga I gg:' = Ve-:t(fv fg: gl} . Le rang
vaut 3.

3.0or F4+G = Vect{fl, Fo9ps _'-?2:' ,donc dim(F + G) = 3. La formule de Grassmann
donne dim(F N G) = 2+ 2 -3 = 1. Parailleurs, la relation s'écrit 1 — fo = 95 — 97
Ce vecteur nonnul (1,0, —1, 0} estdans F etdans G .Donc
FNG = Vect((1,0, -1, 0) .

4. Notons K I'hyperplan d'équation = — vy 4+ 2 —t = 0. On vérifie fl donne 1-1=10,
fg domne —1+1 =10, 91 donne 1—-1=20,et 9 donne 1 —1 = 0.Donc
F +G C K .0Or K estdedimension 3, caron peut paramétrer par %, Z, t . Les
dimensions étant égales, F' |+ &G = K.

Corrigé de I'exercice 11 : Matrices symétriques,

antisymétriques et triangulaires

1. Notons Eq’j les matrices élémentaires. Une matrice symétrique s'écrit



Z Meos B+ ; méj':Eﬁ'J" + EJ"E':'. Ces matrices forment une famille génératrice de
g T < 4

Sy, , etelle est libre carles 45 le sont. On compte 1, + ﬂ(ﬂg_ 1 éléments. De méme,
(Eéj - Ejé}ﬁ' < 5 est une base de A, , car la diagonale d'une matrice antisymétrique est

nulle. Enfin, {Eaj:‘é < 7 estune base de T .. Ainsi Jim S, =dimT, = ﬂ(ﬂ; ) et
dim A, = "0,

2.5 M eS,MNA, alors Af = MT = —pf,donc M = 0. De plus,
n[n+1)+n(cr1—1)

= n2 = dim M, (R) - D'aprés la caractérisation dimensionnelle,

2
Mn':m =S5, & An-

3. Une matrice symétrique et triangulaire supérieure a ses coefficients sous la diagonale nuls, donc
aussi au-dessus par symétrie. Ainsi &y, M Tﬂ est I'espace des matrices diagonales, de
dimension 7. Par Grassmann,

dim(8n+Tn)=M+M—n=n2.

Donc S, + T, = M,(R).Cependant, la somme n'est pas directe, car I'intersection
contient I ?é 0.

Corrigé de I'exercice 12 : Un supplémentaire dans l'espace des

polynomes de degré au plus 3

1. Le polyndme nul s'annule en 1, et une combinaison linéaire de polyndmes nuls en 1 est nulle en

1.Donc F' estun sous-espace. Ensuite, les trois polynOmes proposés s'annulent en 1 et sont

de degrés 1, 2, 3 :ils forment une famille libre de F,d'ou dim F' > 3. Parailleurs, 1 ¢ F,
donc F ?é B et dim F < 4. Ainsi dim F = 3, et la famille est une base de F'.

2.5t P=a(X241) € FNG.Aors P(l)=2a =0,donc a = 0.Ainsi
FNG =1{0}.Deplus, dmF +dimG =3+1 =4 = dim E .Parla
caractérisation dimensionnelle, F = # & .

3. Oncherche @ telque X3 —afX?2+41) € F.Laconditions'écrit 1 — 2a = O, soit

2
a:%.Donc XBZ(XB_X;'I

2
) + X 2"’ 1 , oU le premier terme est dans F' etle

second dans (7 .

4. Non pour Vect(X —1} :ce polynéme s'annule en 1, donc la droite est incluse dans F' et
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F N Vect(X — 1) ?‘3 {0} . Enrevanche, X vaut 1 en 1,donc X Q F.Oor F estun
hyperplan de F . Par conséquent, Vect(X') est un supplémentaire de F' .

Corrigé de I'exercice 13 : Hyperplan et droite supplémentaires

1. Ona H = Vect((1,-1,0), (0,1, —1}) en écrivant & = —% — Z . Ces deux vecteurs ne sont
pas colinéaires, donc dim H = 2.Ensuite, 14+14+1 =23 ?é 0,donc a ¢ H | Ainsi
HMNRa =1{0}et 2+1=3.Donc R3 = H @ Ra -

2. Oncherche } telque (z, v, z)—A(1,1,1) € H .Laconditonest = + v + 2z —3X = 0.

‘ﬂ'"—'_g—'_z.Alors (£,y,2) = (£ —m,y —m, z —m) +m(1,1,1). Pour

v = (2,1,0),ontrouve m = 1,donc v = (1,0, -1) 4+ (1,1, 1).

Posons g1 =

La figure ci-dessous montre cette décomposition : le vecteur A = (1,0, —1} est dans le plan
H ,etlevecteur (1,1,1) surladroite Ra .



H:x+y+z=0
2
o Z
droite Ra
h=(1,0, —1)eH-]
-2

3. Une droite [+ ,avec u ?é 0 , est supplémentaire de I'hyperplan JH si et seulement si
u%‘H.Or b vérifie 1—140 = 0,donc & £ H .Enrevanche, ¢ donne l?é 0. Seul
¢ engendre une droite supplémentaire de & .

Corrigé de I'exercice 14 : Polynomes interpolateurs de
Lagrange

1. Oncalcule f_;(-1) = % — 1, L_1(0) = 0et L_3{1) = 0. Ensuite,
Lo(=D) = 0, Lo0) = let Lo(l) = 0.nfin, Ly(~1) =0, Ly(0) =0 et
Li(1) =1.Ainsi L;(7)vaut 1 si 2 =7 et 0 sinon.
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2. Supposons & L1+ 5 Lo+ L1 = 0.Enévaluanten —1,en 0 eten 1,laquestionl
donne o =0, S =0et v = 0.Lafamilleestlibre, et elle compte 3 = dim Ry[X]
vecteurs. C'est donc une base de Ry[X].

3. Soit P € Ry[X] . Nsécrit P = o L_1+ 8 Ly+ -y Ly.Enévaluanten —1, on trouve
o« = P(-1).Deméme, S = P(0) et v = P(1).D'ou la formule. Pour
P:X2+X+1,ona P{—I}ZI, P{D}:l, Pl:l:l:3,et

2

4. Par la formule précédente, le polyndme cherché est unique, et vaut
P=2L_1—Log+4L;1=(X?-X)—(1—-X?)+2(X?+ X).
Donc P = 4X24+ X —1.0nvérifie: P(-1)=4-1-1=2, P0) = —1et
P(l} = 4,

La figure ci-dessous montre les trois polyndmes de base et le polyndbme P , qui passe par les trois
points imposés.

— Ly =X(X-1)2 | — L1=X(X+1)/2
5 - — Lo=1-X? — P =4X2 4+ X~ 1

— r 4

\M-)
—1 1

15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5




Point de méthode : pour montrer qu'une famille de polynémes est libre, évaluer en des points bien
choisis est souvent plus rapide que de comparer les coefficients.

Corrigé de I'exercice 15 : Base adaptée a une somme directe

dans les matrices carrées d'ordre 2

1. Ona

af2+bD+cS+dJ=(@+b C+d).
c—d a—25

Si cette matrice estnulle,alors & +b6 = a —-b =0et ¢ 4+d =¢c —d = 0.Donc
a=b=¢c=4d =10, etlafamille est libre.

2. La famille est libre et compte 4 = dim Mq([R) vecteurs : c'est une base. Par conséquent,
F{ 4+ Fq+ Fq = Mg{ﬁ).Or dim F{ +dim Fq+dimF3 =14241 =4 La
somme a pour dimension la somme des dimensions, donc elle est directe. Ainsi
My(R) = F1 @ Fo @ Fa,et (Iy, D, 5, J) concaténe des basesde F'1, Fg, F3:
c'est une base adaptée.

3.0nrésout a+b =1, a—-b=3, c4+d =2, ¢c—d=0.0ntrouve a = 2,
b=-1, ¢=1, d=1.Donc M =2i9+(—-D+5)+J, avec 21y € Fq,
-4+ 5 € Fq et JE Fq. 0nvérifie:

(D‘”@r ggg’}) (‘*m 1‘1258161)4“(“ a'?][ji&giu):M'

4. Deux droites distinctes ont une intersection qui est un sous-espace strict d'une droite, donc de
dimension 0.Ainsi D; M D,; = {0} . cependant, D + Dq + D3 C R? estde
dimension au plus 2 ,alorsque 1+ 141 = 3.Lasomme n'est donc pas directe.

Corrigé de I'exercice 16 : Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

1. La suite nulle est dans S , et la relation est linéaire, donc ,§ est stable par combinaison linéaire.

Soit ¢« lasuitede S de premierstermes (1,0) et [ celle de premiers termes (0, 1). Pour
u € 5, lasuite Ug o + Uy B estdans S etales mémes deux premiers termes que .

Par récurrence double, elle est égale a . Donc {af, ,8} engendre .5 . Elle est libre, car les deux
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premiers termes d'une combinaison nulle donnent les coefficients. Donc dim § = 2.

2.0na gntl 4 2.9" = 4.2" = ant2 et (—1)"FH pa(-1)" = (-1)" = (—1)" 2.
Les deux suites sont donc dans S . Leurs premiers termes  (1,2) et (1, =1} ne sont pas
proportionnels, donc elles forment une famille libore. Comme dim 5§ = 2, c'est une base de

S .

3. Onécrit v, = }lgn-py{—l)n.Les conditions donnent A 4+ u = O et 2A —pu = 3.
Donc 3% =3, A =1¢et u= —1. Ainsi un:ﬁn—{—ljﬂ.Onvériﬁe:
Uy =3+0=3 et 4-1=3; Uu3=3+6=8 ¢t 84+1=29,

La figure ci-dessous représente les premiers termes : la suite suit de prés 2™, la partie (—1){'rl

restant bornée.

2501 = 2 o
A (-1)
@ Un=2n—(_1)n
2001
150 -
®
100 -
63
®
50 - 33
.15
0 3 3
0+® 2 2 : = = = A
o 1 2 3 4 6 7 8
n

4. S0t w = A(2™) 4 w(-1)") .Si A£ 0, alors |uy| > |A|2" — |y|, quitend vers +oo.
La suite n'est donc pas bornée. Réciproquement, si 4 = (0, la suite H{—l}n est bornée. Les
suites bornées de S forment la droite Ve.;t({(—l)ﬂ}}, de dimension 1.



Corrigé de I'exercice 17 : Equation différentielle linéaire d'ordre

. D'apres le cours, 5§ estun espace vectoriel de dimension 2 . L'éguation caractéristique

r24+r—2 =0 sefactoriseen (r—1){r +2) = 0.Donc £ — eT et 1 — ¢—3x
sont solutions. Elles ne sont pas proportionnelles : si A e® + e—2T = 0, I'évaluationen 0
donne A+ u = 0,etladérivéeen 0 donne A —2u = 0,dou A = u = 0.Cestune
famille libre de deux vecteurs en dimension 2, donc une basede 5 .

. Onécrit y = AeT 4 e 2%, Les conditions donnent A + 4 = 3 et A —2u = 0. Donc
A=2u, 3u=3, p=1, )= 2. Lasolutionest y(r) = 2e¥ +e— 27, 5a
dérivée vaut

y;($) — 9T _ 9p—21 — 28—2.1:(631: — 1)}

quialesignede x.Donc ¥ décroitsur |—oo, 0], croit sur [0, +cof , et admet un
minimum égala 3 en 0.

La figure ci-dessous confirme cette étude : la courbe admet une tangente horizontale au point
©,3).

— y=2ex+e_2x

- = e*—e 2X(droite des solutions nulles en 0)

2 minimum (O, 3), tangente horizontale ‘,-*’
0 s
/’,
f”
—2 //
7’
1 / 1 1 1
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0
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3. Unesolution X e® 4 ue—2% estnulleen O sietseulementsi A+ g = 0. Ces solutions
s'écrivent donc  A(e® — e—2%) . Elles forment la droite vectorielle engendrée par

r — eT —eir.
4. 0na afe® +e=2%) 4 B(eT —e27) = (& + Be* + (@ — B)e—27 . Siclestnul, la

liberté de (e®,e—2%) donne o+ 8 = a—f = 0,donc & = S = 0. Cette famille
libre de deux solutions est une base de 5 .

Corrigé de I'exercice 18 : Espaces qui ne sont pas de dimension

finie

1. Supposons que [R[X] soit engendré par P7i,..., P, .Posons d = maix deg P, . Toute
combinaison linéaire des F'; est alors de degré au plus o .Or X d+1 estdedegré d +1.
C'est absurde. Donc R[X]| n'est pas de dimension finie.

2. Sil'espace était de dimension finie IV , toute famille libre aurait au plus [N éléments, d'apres le
lemme fondamental. Or il contient une famille libre de 1N -+ 1 vecteurs. C'est absurde, donc
I'espace est de dimension infinie.

3. Pourtout 7, lesfonctions ¢ — £k, & = 0,...,n —1, sont continues. Elles forment une
famille libre, car un polyndme qui s'annule sur [ est nul. Par la question 2, CD(IR, [R} n'est
pas de dimension finie.

4. Notons (k) la suite dont le terme d'indice & vaut 1 etlesautres 0. Pourtout 7, la famille
(5':[3:'] . 5':’”_1:'} est libre : le terme d'indice % d'une combinaison nulle donne le j -ieme
coefficient. Donc RN n'est pas de dimension finie.

Corrigé de I'exercice 19 : Intersection d'hyperplans

1. La formule de Grassmann donne dim{A N H) = dim A + dim H — dim(4 + H).0r
dimH = n—1et dim{d 4+ H) < n.Donc
dim(ANH)>dimA+n-1)—n =dimA-1.



2. On raisonne par récurrencesur @ .Pour p = 1,ona dim Ay = n —1. Supposons le

résultat vrai au rang P — 1. On applique la question 1 avec A = HimM...n Hp—l et
H=Hp.

dim(ANHp)>dimA—-1>n—(p—1)—1=n—p.

Le résultat est donc vrai pour tout [F.

3. L'ensemble H , est un sous-espace, car I'évaluation en @ est linéaire. Les polynémes
(X —a)X* ,pour k=0,...,3,sontdans H, etdedegrés 1,2, 3,4 :ils sont libres,
d'ou dim H, > 4. Deplus, 1¢H’rcg , donc Ha?é Ra[X] et dim H, < 5. Ainsi
dim H, = 4 : c'est un hyperplan de base (X —a)X*)g < x < 3.

4. Un polynéme qui s'annuleen 0, 1 et 2, trois racines distinctes, est divisible par
X(X —1)(X — 2) . Pour un degré au plus 4, le quotient est de degré au plus 1 . Donc
HoNH)NHy = {X(X -1X — 2)(« + 8 X )} . Une base est
(X(X - D)(X —2), X2(X —1)(X - 2)), et la dimension vaut 2. La question 2 donnait
dim > 5 —3 = 2 : la minoration est ici atteinte.

Point de méthode : chaque condition linéaire indépendante fait perdre au plus une dimension ; la
formule de Grassmann rend ce principe rigoureux.

Corrigé de I'exercice 20 : Intersection de trois sous-espaces

1. Par la formule de Grassmann, dim{F' N G) = dim F' +dim G — dim{F + G) . Comme
F+GCE,oma dim(F+G)<n.ponc dm(FNG)>dimF +dimG —n.

2. On applique la question 1 aux sous-espaces F' 1 {F et K :
dim(FNGNK)zdim(FNnG)+dim K —n>dim F +dim G —n + dim K —n.
Dou dim(FNGNK)>dimF +dimG +dim K —2n.

3. Ici, . = b etles trois dimensions valent <. On obtient
dim(F NG N K) > 12 — 10 = 2. L'intersection contient donc un plan.

4. Les plans d'équations z = 0, ¥ = 0 et ¥ = Z contiennent tous I'axe Rffl. Les deux
premiers se coupent exactement selon cet axe. L'intersection des trois est donc la droite
Rfl . Si I'on prend trois fois le méme plan, l'intersection est ce plan. Enfin, la minoration vaut ici
6§ —6 =0.Lesplans £ =0, ¥ =0, z =0 ontpourintersection {0}. L'inégalité est
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donc optimale.

Corrigé de I'exercice 21 : Supplémentaire commun a deux sous-

espaces

1.5i B c @l alors FlUG = G’%E.Ilen vademémesi G/ — F'.Sinon, il existe
e F\NG et yeG'\F' . Si c4yecFlalors y=(x+y)—xz¢cF  ce
qui est exclu. De méme, = + vy £ G’ entrainerait T £ ' . Donc :t:—I—ygFILJGF,et
FFuG' £ E.

2. Comme P <7,ona F?é E et G?é £l | La question 1 fournit $¢FUG,et $f,é 0
car 0 € F.Si Ax e F avec }L?é 0,alors £ € F :cestexclu. Donc F M Rx = {0},
et de méme pour (¥ .Lessommes F i [Exr et & & [RKxr sont directes et de dimension

r+1.

3. On montre, par récurrence descendante sur P de 7 a (0, que deux sous-espaces de dimension
P ont un supplémentaire commun.Si P = 7, alors F' = G = E ,et [0} convient.

Supposons le résultat vrai en dimension # +1,avec P <7n.Onpose F/ = F PR et

G = & Rx ,avec £ donné par la question 2. Par hypothese, ils ont un supplémentaire
commun F',dedimension m —p —1.Comme x ¢ F/,ona Rz H' = {0}.0On
posedonc H = H' @ Rz ,dedimension 7 — P,

Ensuite, P+ H = F+ Rz + H' = F' + H' = E .Deplus,

dim F' +dim H = p + (n — p) = n . Par la caractérisation dimensionnelle,

FE = F &g H .Le mémeraisonnementdonne F = & & H .Ainsi H estun
supplémentaire communa F et &.

4. Le vecteur (1,1} n'appartient & aucune des deux droites. Une droite non contenue dans une droite
de [RZ en estun supplémentaire, car 1 +1 = 2. La droite IR{I, 1} est un supplémentaire
commun.

Point de méthode : pour construire un objet en dimension finie, on peut ajouter les vecteurs un par un et
raisonner par récurrence sur la dimension manquante.



Corrigé de I'exercice 22 : Polyndmes en cosinus

1. Onlinéarise : cos(kz)cos(lz) = %(cos{{k —Dx) + cos((k + Eja:}) . Pour un entier
m

sin(rm) .

m ?é 0,ona fcos{ma:} drx = —57— = 0. Ainsi, I'intégrale vaut 0 si & ?é I, 5

0]
si ﬁc:El_:‘l,et T si k:ﬁ:[:l.

"
2. Supposons Z Ak ¢ = 0. on multiplie par € et on intégre sur [0, 7] . Par la question 1,
k=0

aT

seul le terme d'indice [ subsiste : Aj f r:% = [. Cette intégrale est strictement positive, donc

0
A7 = 0 .Lafamille estlibreet dimV =n +1.

3. Pour k=1,0ona ©1 = P1,avec oy =1= 20 pour k = 2,ona €y = 20, — 1y,
avec Qg = 2 . Supposons la propriété vraie aux rangs jk —1 et jk,avec k = 2. Llaformule
rappelée donne Cpy1 = 2Py —Cp_q.0r P1Py = Pj4q ,donc 2Py ¢ est
combinaisonde F{1-- s Pr41, avecle coefficient 9 .95k—1 — 9k devant Pg41 . Enfin,

Cr—1 ne fait intervenirque Fpi- -+ Pr_1 . La propriété est donc vraieaurang % +1,
avec ap.q = 2k

4. La question 3, avec g = Fp, montre que chaque ©g estdans W .Donc ¥ < W .Par
ailleurs, T¥ estengendré par 7 -+ 1 vecteurs,donc dim W < n +1 = dim V . Avec
I'inclusion, on obtient dim W = n 4+ 1 et ¥V = W . Enfin, {PU, Cey Pn:l engendre

W etcompte n +1 = dim W vecteurs. C'est donc une base de T4 .

— 1 1 :
5.0na €9 = EPQ — Fp, donc Py = 5Cq + 5¢q - Ensuite,

€3 = 2pyCq—Cy = 4p; —2p; — p; = 4P — 3P . Donc Py = %Cl + %CB , C'est-a-

Jcos x4+ cos 3z

dire cog? xr = Z . La figure de I'énoncé illustre la premiére relation : ¢gg2 ¢
oscilleentre (J et 1 autour de la valeur moyenne %

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, récurrence linéaire d'ordre
3
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Partie A.

1. Lasuite nulle appartienta S .Deplus,si u et % sontdans S ,alors A u + u v vérifie la
relation, par linéarité. Donc S est un sous-espace vectoriel de RN .

2. Soit weES et v= Ug E(D) —+ g 5(1) —+ Unq 5(2). La suite ¥ estdans S etales mémes
trois premiers termes que . Par récurrence forte, Ym = Um pourtout 7, car chaque terme
est déterminé par les trois précédents. La famille est donc génératrice. Elle est libre : les trois
premiers termes d'une combinaison nulle donnent ses coefficients. C'est une base, et

dim S = 3.

Partie B.

1. Leréel 1 estracine,car 1 —3 4+ 2 = 0. On factorise :
rd —3r +92 = {?‘—l}(?‘3+r—2}.0r rd 4y —9 = (r —1)(r 4+ 2). Donc
r3—3r4+2=( —120r +2).

2. Pour @,ona 1 =3—2.Pour h,ona 3n+1)—2n =n+3.Pour c,ona
3(=2)" M —2(=2)" = (-6 - 2)(-2)" = =8(-2)" = (-2)" .

Les trois suites sont donc dans 5§ .

3. Supposons & a + 5b 4+ yc = 0. Lestermes d'indices 0, 1, 2 donnent o 4+ = O,
o+ 5 -2y =0et a«+28 44y = 0.Lapremiéredonne & = —7, puis la deuxieme
£ = 37 . Latroisiéme devient —y + 67 + 4y =39y =0.Donc o = f§ =y = 0.
La famille est libre, compte trois vecteurs et dim S — 3 : c'estunebasede 5 .

Partie C.

1. Onécrit w, = a+ Bn + r}r(_z)”. Les conditions donnent o + 7§ = 0O,
x+ B -2y =0e a+28+4y = 9.Commecidessus, & = =%, S = 37, puis
9y =9.ponc ¥y =1, =3, a = —1.Ainsi wu, =—1+3n+(-2)".
Vérification : la relation donne Ug = 3uy — 2ug = U, etlaformule donne —1+9 -8 = 0
.De méme, Uy = JuUp —2uy = 27 et —14+12 416 = 27.



La figure ci-dessous montre les premiers termes : I'alternance de signe provient du terme {—2}n ,
qui domine rapidement la partie affine.

279
® u,=-1+43n+(=2) ®
2501 m partie-1+3n f/
/
200 - /
/
150 - ﬁ
/
100 - 81 f
|
50 - 27 /

~50 1 18 /

—100 -

2. 5it u =aa+Lb+yc.Si '}f?é 0,alors |tug| = |y]2" — |o — |B| . qui tend vers
+0o par croissances comparées. Si ¥ = 0 et S5 0, alors |uy| > || n — |af tend
aussi vers oo . Réciproquement, les suites constantes sont bornées. Donc 53 = Ve-::t{a:l ,
de dimension 1.

3. Unesuite de 5 qui converge est bornée, donc constante d'apres la question précédente. Si elle
tend vers [, cette constante est nulle. Seule la suite nulle converge vers (.

Point de méthode : le calcul de la dimension, par les conditions initiales, garantit qu'il suffit de trouver
trois solutions libres pour les avoir toutes.

Revenir aux énoncés des exercices
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