Cours de maths en L2

Différentielle et extrema

. Différentiabilité et différentielle

Dans tout le chapitre, TJ désigne un ouvertde R” et f:U = R¥ une application. On munit

R™ d'une norme ' .En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes : les notions qui suivent
ne dépendent donc pas de ce choix. Pour une fonction d'une variable, la dérivée donne la meilleure
approximation affine au voisinage d'un point. Nous allons généraliser cette idée. Autrement dit, nous
cherchons une application linéaire qui approche I'accroissement f{a—l—h}—f{a} a un reste négligeable
devant |Al.

Définition :

Onditque f estdifférentiable en o < U7 s'il existe une application linéaire f,:R™ — RP
telle que

fla+h) = f(a) + L(h) + o(lhl) quand A —+ 0.

| fla+h)— fla)—L(R)|
|Rl
unique. On l'appelle la différentielle de f en & eton la note dfa ou dffa).

Autrement dit, s quand A — 0, A ?‘3 0. Cette application I est

L'unicité se prouve simplement. Si Lj et Ly conviennent, alors {L1—Lg)(h) = o{lhl). Fixons un
vecteur U etposons h — tu avec ¢ —s Ot . Parlinéarité, t(L1—Ly)(u) = oft), donc
(L1—Lg){v) = 0. Ansi Ly = Ly

Géométriquement, pour n = 2 et p = 1,legraphede [ estune surface. Le graphe de
h — f@l-Fdfa{h} est alors le plan tangent a cette surface au point (g, f(a}) . Comme le montre
la figure ci-dessous, ce plan colle a la surface au voisinage du point de contact.
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Propriété :

Si f estdifférentiable en @, alors f estcontinue en @ . De plus, pour tout vecteur v, f
admet une dérivée en @ selon ¥ et

D, f(a) = lim {OHIID _ g5 ()

t — 0

Démonstration :



D'abord, dfa est linéaire sur un espace de dimension finie, donc continue. Ainsi
flath)—fla) = df (R) + o(IAl) tend vers 0. Ensuite, pour % ?é 0 petit,
flattv) — flo) = ¢ dfa(’u} + o(t) . On divise par ¢ et on faittendre ¢ vers 0.

En particulier, les dérivées partielles 5‘;,{ f@ = Dej f{a} existent, ou {El, Cey Eﬂ:l est la base
canonique. Par linéarité, pour A = (A1,... Ay), on obtient

df Zh; 95 f(a).

Soit f(r,y) = zy.En (a,b),ona fla+h,b+k)— fla,b) = bh + ak + hk . L'application
L(h,k) = bh + ak estlinéaire. De plus, |hk| < |(h,k}|io = o{|{h,k}|m} .Donc f est
différentiable en (a,b) et df(gp)(Rk) = bh +ak.

L'existence des dérivées partielles, et méme de toutes les dérivées directionnelles, n'entraine pas la
différentiabilité. Par exemple, posons  f{xz,y) = 22452 S (z,y) ?é (0,0) et f(0,0) =0,

Alors  f(x,0) = f(0y) = 0,donc d1 f(0,0) = 99 f(0,0) = 0. Cependant f(¢,t) = %
pour tout % ?é 0 : la fonction n‘est méme pas continue en (0,0} .

La figure ci-dessous représente les valeurs de ce contre-exemple. En effet, en coordonnées polaires,

f{rcosﬁ' rsmlﬁ'} 5111{2.5'} la fonction est constante sur chaque droite issue de ['origine. Elle prend

donc toutes les valeurs de [—é é] dans tout voisinage de (0,0} .
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1. Montrer la différentiabilité en un point

En pratique, on connait le seul candidat possible pour la différentielle : c'est ho— Z hi" 51'" f@' N
i

suffit alors de contréler le reste.

Pour étudier la différentiabilité de f en @ :d'abord, calculer les dérivées partielles en @ (souvent
par la définition, avec un taux d'accroissement) ; si I'une n'existe pas, f n'est pas différentiable.

Ensuite, poser L{h) = Z fry 95 @ et étudier
7

E(h) — f(a+h) _|£|(a) _ L(h),

Enfin, montrer que €(A) — O par une majoration (inégalités |k 5| < |hly, passage en polaires),




ou exhiber une direction le long de laquelle £ ne tend pas vers [J.

Il. Matrice jacobienne et regles de calcul

Une application linéaire de "™ dans R¥ est représentée par une matrice. Pour la différentielle, cette
matrice s'exprime avec les dérivées partielles des composantes fl’ Cy fp de f.

Définition :

Si f = l:fl, S fp:l est différentiable en @, la matrice jacobienne de f en @ estla
matrice de dfa dans les bases canoniques :

Jf(a)=(8j f,(a))1<i<p, € Mpa(R).
1< 3<mn

La ligne 4 contient les dérivées partielles de fi- ; la colonne 7 contient les dérivées par rapport
a ":j . Lorsque ™ = I, son déterminant s'appelle le jacobien.

Si p =1,legradientde f en a estlevecteur ¥V f(a) = (&1 f(a),..., 0, f(@)) . Ona
alors dfa(h:l = { v f@l, h } pour le produit scalaire canonique.

Considérons le passage en coordonnées polaires (r; 8) = {rcosd, rsind). Ses composantes
sont de classe (71 et

Jo(r,0) = ([ cos@ —rsin@t? )) det Jo(r 8) =

\sinin?]6 rcos
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Le gradient a une interprétation géométrique utile. D'une part, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|D-u f{ﬂﬂ < |T-“' f@'b pour tout vecteur unitaire . L'égalité a lieu pour % colinéaire au gradient.
Ainsi, le gradient indique la direction de plus forte pente. D'autre part, il est orthogonal aux lignes de
niveau, comme on le voit sur la figure suivante pour  f(z,y) = x2 + 2y2.

1.5 — ine; enivéau =c,
\ \ \ \ \ ——__-L‘-"— I\.u'zcteudrs gradien:Vf
N\ /

1.0 -

N d
0.5 -
"~ —

> 0.0
L~ ~

—0.5 -
L~ N

—1.0 A
avi NN
s/ / /] ] | W N AN
-2.0 -1.5 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

X

Soient f:0F — R différentiableen @ et g:V — R? différentiableen f{a) , avec
f{U} C V .Alors g o f estdifférentiableen a et

A(g o ), = dg e dfy Tgor(a) = Jo(f(a) J5(a)




Ce résultat s'appelle la regle de la chaine. On I'admet ici ; sa preuve consiste a composer les deux
développements et a controler les restes. Concrétement, si g(r; 8) = f(rcosé, rsind}, le produit
matriciel donne :

% = cosf 01 f +sinf 94 f, % = —rsinf 01 f + rcosd 99 f.

De méme, les sommes, produits et quotients (a dénominateur non nul) de fonctions différentiables sont
différentiables.

l1l. Fonctions de classe C*

Vérifier la définition a la main devient vite lourd. Heureusement, un critere simple couvre la plupart des
fonctions usuelles : la continuité des dérivées partielles.

Définition :

Onditque f estdeclasse ¢l sur UJ sises dérivées partielles 'y f existent en tout point
de TI7 etsontcontinuessur T7.

Théoreme :

Si f estdeclasse (1 surl'ouvert IF,alors f estdifférentiable en tout pointde 17, et
& — dfa est continue.

Démonstration :

Ontraite n = 2 et p = 1 ;lecas général est identique. Soit @ = {rll, ag} et
h = (hl, hg} assez petit pour que le rectangle de sommets @ et @A soitdans 7 .On
découpe I'accroissement en deux étapes :

fla+h) = f(a) = [f(‘ﬂ"‘hl; a2+h2) - f(al: o:2+h2):| + [f(a'la a2+h2) - f(“laag)l

D'abord, la fonction t — f{i, Qo -H‘“@) est dérivable. Le théoréme des accroissements finis fournit
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€1 entre %1 et & + 11 tel que le premier crochet vaille A1 31 f{cy, ayp+hg). De méme, le
second vaut hg dg fay, ¢q). Par conséquent,

|f(a+h) — f(a) = k1 81 f(a) — hy 8y f(a)] < Ihly (181 f(eq, agtha) — 81 fla)| + 185 flay, ¢g) — 8y f(a)]).

Enfin, les points l:r:l, a2—|—hg} et (al, r:‘gjl tendent vers @ quand h — 0. Par continuité des
dérivées partielles, la parenthése tend vers 0 . Le reste est donc un oAl ).

Remarque :

La réciproque est fausse. La fonction f(x,y) = (x24y2)sin(1/y/z24+y2), prolongée par 0 en
'origine, est différentiable en (0,0) sans que ses dérivées partielles y soient continues. En résumé :
1 implique différentiable, qui implique I'existence des dérivées partielles et la continuité.

La fonction f(x,y) = ecos(y) + 2y a pour dérivées partielles 31 f = efcosy + 2zy
et dy f = —e%sinvy + £2. Elles sont continues sur R2.Donc [ est (1, donc
différentiable partout, et df([],[]j(h,k} = h.

IV. Inégalité des accroissements finis

En une variable, I'égalité des accroissements finis permet de majorer |f(&)— f{a)| grace a la dérivée.
Pour une fonction a valeurs réelles de plusieurs variables, on se ramene a une variable en suivant un
segment.

Théoreme :

Soit f:U — R declasse (1 et @, b € U tels que le segment [a,b] soitinclus dans T7 .
On suppose que |V f'@'b < M pourtout = € [a,b]. Alors




|£(0) — fla)] < M 16 — aly.

C'est I'inégalité des accroissements finis.

Démonstration :

Posons ¥(t) = a + t(b—a) et $(t) = f{(t]) pour t € [0,1] . Parla régle de la chaine,
¢ est dérivable et c;ﬁ’;(t} = (V fl(t)), b —a) . D'aprés Cauchy-Schwarz,
|c;|5’;|:t:l| < M |b—aly . Ensuite, le théoréme des accroissements finis en une variable donne
|¢(1) — $(0)| < Mlb—aly , ce qui est le résultat.

Le méme argument s'étend aux fonctions a valeurs dans [R¥ , avec la norme subordonnée de la
différentielle. En revanche, I'égalité des accroissements finis devient fausse pour 1 = 2. Par exemple,
t — (cos t,sin t) prend la méme valeuren 0 eten 2 , mais sa dérivée ne s'annule jamais.

Corollaire :

Si LI estun ouvert convexe et si dfa. = 0 pourtout £ € 7, alors f est constante sur
{7 . Le résultat reste vrai sur un ouvert connexe par arcs.

Soit f(x,y) = sin{z+y) . Son gradient vaut (cos{r+y), cos(x+vy)) , de norme au plus 3.
Ainsi, pour tous @, b € R2, |f(b) — fl@)|] < V2 Ib — alg : la fonction est lipschitzienne.

V. Dérivées d'ordre 2 et formule de Taylor-Young
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Pour décrire la position du graphe par rapport a son plan tangent, I'ordre 1 ne suffit plus. Nous introduisons
donc les dérivées partielles secondes.

Définition :

Si d; f admet elle-méme une dérivée partielle par rapport a %, on note
2 f , , .
d; 0, f = W .Onditque f estdeclasse (2 sur U sitoutes les dérivées

partielles d'ordre 2 existent et sont continues sur {7 . La matrice hessiennede f:T7 — R en
4 est

Hf(a)=1(0;0;5 f(a)) < j<n

Théoreme :

Théoréme de Schwarz. Si | estdeclasse (2 sur 7, alors pourtous %, j ettout a € UF,

0;0j fla) =05 0; f(a).

Par conséquent, la matrice hessienne est symétrique.

Démonstration :

On se place en dimension 2, en @ = (0,0) pour simplifier. Pour % ?é 0 petit, posons
Alt) = ft,t) — f(£,0) — f{0,2) + f(0,0). D'une part, avec u(x) = flz,t) — flzr,0),ona
At) = uft) — u(0). Deux applications du théoréme des accroissements finis donnent
A(t) = t2 3901 fle,d) avec c,d entre 0 et t.D'autre part, en échangeant les roles de
T et Y, onobtient A(t) = £2 81 dq f(c/,d’). Ondivise par $2, puis on fait tendre ¢
vers [J . La continuité des dérivées secondes conclut.




ry(z2—y?)
a4yl
dnoy f(0,0) = —1et 913y F(0,0) = 1. Ce calcul est détaillé dans les exercices.

L'hypothése (72 est essentielle. Pour f{x,y} = , prolongée par (0, on trouve

Théoréme :

Formule de Taylor-Young a l'ordre 2.Si f:U — R estdeclasse (72 et a € UT, alors,
quand h — 0,

flat+h) = f(a)+(V f(a),h )+ 3 hT He(a) h + o(In1?).
En dimension 2, avec A = (h,k) et les notations de Monge p = 37 fla), g = Iy fla),
r=20ff@, s=09921@) t=2}f@):

flaj+h, agt+k) = f(a) + ph + gk + 5(rh? + 2shk + tk?) + o(h%+E2).

Démonstration :

Fixons h tel que le segment [a, a+A] soitdans 7, etposons ¢(t) = fla+th).Parla

/ _ A
régle de la chaine, $°(t) = Z hj 95 flatth) o ") =hT H fla+th) h . La
J
formule de Taylor-Lagrange en une variable fournit & & ]D,l[ tel que

$(1) = ¢(0) + gf:’{{j} + ‘lr—g gfa”(&} . Ainsi, I'écart avec le terme d'ordre 2 attendu vaut
%hT(Hf{a+5' h} — Hf{a}}h . Il est majoré par % |Hf{a—|—5' h} — Hf{a}| |R|2, qui est un

o{lhlgj par continuité de la hessienne.

1 2
Pour flz,y) = In(l+ =z +y?)en (00): 91 f = Trztg2 O2f = 1—+ff|-y9' En
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(0,0}, le gradient vaut (1,0} .Ensuite, + = —1, s =0 et £ = 2 .Donc
2
fley) = = + %(_ﬁ +2y2) + o(22+y?) = v = +y? +o(22+y2).

VI. Points critiques et extrema

1. Condition nécessaire du premier ordre

Onditque f:T7 — R admet un minimum local en @ s'il existe une boule B centréeen a telle
que f(x) > fla) pourtout £ € B M U .On définit de méme un maximum local. Un extremum est
dit global si I'inégalité vaut sur tout le domaine.

Définition :

Un point a € IJ estun point critique de f si f est différentiable en @ et dfa = 0, c'est-
a-dire V fla) = 0.

Théoreme :

Si f:U — R estdifférentiableen @, avec ¥J ouvert, et admet un extremum local en @,
alors @ estun point critique de  f .

Démonstration :

Supposons un minimum local en @ . Pour un indice 7, la fonction d'une variable
t — fla+ tffj,':' est définie sur un intervalle ouvert contenant (J, car TJ est ouvert. Elle
admet un minimum local en 0. Donc sa dérivée en 0, quivaut J; fl@) , est nulle.




La condition n'est pas suffisante. Pour f{a:, } = £ — yg , I'origine est critique. Cependant

flz,0)>0et f(0,y) <0 pour =,y ?é 0 : c'est un point col (ou point selle). De plus,
I'hnypotheése « 7 ouvert » est cruciale : sur un fermé, un extremum peut étre atteint au bord en un
point non critique.

2. Nature d'un point critique par la hessienne

En un point critique, la formule de Taylor-Young se réduit a
fla+h) — fla) = % T H (@) h + o{lhlg} . Le signe de la forme quadratique
g(h) = RT H g{a) h gouverne donc, en général, le signe de I'accroissement.

Théoréme :

Soit f declasse (72 sur TJ et @ un point critique. Notons A1, ..., Ay les valeurs propres
(réelles) de la matrice symétrique H f(a) .

* Sitoutes les A; sont strictement positives, f admet un minimum local stricten a.

* Si toutes sont strictement négatives, f admet un maximum local stricten .

¢ Si deux valeurs propres sont de signes stricts opposés, & n'est pas un extremum : c'est un
point col.

Si une valeur propre est nulle sans que le troisieme cas s'applique, on ne peut pas conclure a I'ordre 2
: le point est dit dégénéré.

Démonstration :

Traitons le premier cas. Soit " = mﬁ_in A; >0 | La matrice étant symétrique réelle, on peut la
diagonaliser dans une base orthonormée, ce qui donne q{h} > m|h|§- Ainsi,

flat+h) — flo) = %Ihl% + o(lhl%} . Pour |hly assez petit, le reste est inférieur a %Ihl% en
valeur absolue. Donc  fla+h) — f(a) > %Ihl% >0 pour h 3 O petit. Pour le troisiéme cas, on
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prend h — tw avec U vecteur propre de valeur propre A =0, puis i < U :|'accroissement
change de signe.

En dimension 2, les valeurs propres ont pour produit det Hf{a} = rt — 52 et pour somme 1 -+ t.
On en déduit le critére pratique suivant, illustré par la figure ci-dessous.

Méthode :

Pour classer un point critique @ d'une fonction ¢2 de deux variables, calculez 7; 5, en a.

eSi rt—s2=0 et r>=>0 :minimum local strict.

eSi rt—s2=0 et r <0 :maximum local strict.

e Si rt_— 3520 :pointcol

*Si rt_s2 = 0 :casdouteux ; étudiez directement le signe de  f{a—+A) — f(a}, par
exemple le long de droites ou de courbes bien choisies.

minimum local maximum local point col
x2+y? (rt=s2>0,r>0) —x?—-y?(rt—s>>0,r<0) x? —y? (rt—s?<0)

(2£+y—31
= + 2y)
(2, -1) .Ensuite, » =2, s =1, t=2,donc rt—s2 =3>0et r>0.Par

Soit f{a:,y} =z + ry + yg — 3z . Le gradient s'annule seulement en




I conséquent, f admet un minimum local stricten  (2,—1), devaleur 4 -2 +1-6 = —3.

Remarque :

Le cas dégénéré est réellement indécidable & I'ordre 2. En effet, =% + y‘i, —r%— y4 et
¥ — y‘i ont toutes une hessienne nulle en l'origine. Pourtant, la premiere y admet un minimum,
la deuxieme un maximum et la troisiéme un col.

3. Extrema sur un compact

Le théoreme des bornes atteintes garantit qu'une fonction continue sur un compact non vide K de
R™ y admet un minimum et un maximum. Reste a les localiser. Soit un extremum est atteint a
l'intérieur de K , et c'est alors un point critique ; soit il est atteint sur la frontiere.

Méthode :

Pour trouver les extrema globaux de f continue sur un compact K , différentiable sur l'intérieur :

e justifier I'existence par le théoreme des bornes atteintes ;

» chercher les points critiques de  f dans l'intérieur de K ;

o étudier [ surla frontiére, souvent paramétrée (segment, cercle l:-::osf?, sint’:?:l ) pour se
ramener a une variable ;

e comparer toutes les valeurs obtenues : la plus grande est le maximum, la plus petite le
minimum.

Il est inutile de classer les points critiques intérieurs par la hessienne.

Cherchons les extrema de f{:t:“, } = T + Y surledisque fermé IJ decentre (3 et de rayon
1.Legradient (1,1} ne s'annule jamais : aucun extremum n'est intérieur. Sur le cercle,
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flcosf, sinf) = cosd + sinf = V2cos{® — 7 /4) . Donc le maximum vaut 3 en {%1 %j

et le minimum vaut —/2 au point opposé.

Comme le montre la figure ci-dessous, les lignes de niveau de f sont des droites paralléles. Les extrema
correspondent aux deux droites de niveau tangentes au cercle.

1.0 -

0.5 1

> 0.0 A
—0.5 -
AN A \\\ —— bord du disque x? +y? =1
1 0 i \\g"o \(‘j\ l o
-1. S . ® maximum V2
' ‘e\ \\ @ minimum —V2
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

X

Ce qu'il faut retenir




f estdifférentiable en a si fla+h) = fla) + dfa(h:l + o(lAl), avec dfa linéaire : c'est

la meilleure approximation linéaire de I'accroissement.

Différentiable implique continue et dérivable selon tout vecteur, avec

dfa':h} = Z hi-‘. 5‘;{ f@' ; la réciproque est fausse.
a7

La matrice jacobienne Jf@ = (5‘;,{ fi;liﬂ&:l} représente dfa , et
Jgo fla) = To(fla)) 7 rla) .

Une fonction de classe (1 est différentiable ; c'est le critére le plus utilisé.

Inégalité des accroissements finis : 7(8) - fl)] < ?f v ﬂﬁ 1b—aly : différentielle nulle

sur un ouvert convexe implique fonction constante.

Théoréme de Schwarz : pour f declasse ¢'2, les dérivées croisées commutent et la hessienne
est symétrique.

Taylor-Young & l'ordre 2 f(a+h) = fla) + ( ¥V f(@), by + % AT H s@h + o(In1?).

Sur un ouvert, un extremum local d'une fonction différentiable est un point critique ; la réciproque
est fausse (point col).

Endimension 2: rf — 52 () donne un extremum (minimumsi r >0), 5f— s <0 un
col, r# — s2 = ( un cas douteux.

Sur un compact, les extrema existent : on compare les valeurs aux points critiques intérieurs et sur
la frontiére.

Questions fréquentes sur différentielle et extrema

Quelle est la différence entre dérivées partielles et différentielle ?

Les dérivées partielles décrivent la variation de f le long des seuls axes de coordonnées. La différentielle
exige une approximation linéaire valable dans toutes les directions a la fois, avec un reste en o(||h]]). Une
fonction peut avoir des dérivées partielles en un point sans y étre différentiable, ni méme continue,
comme xy/(x2+y?) en l'origine.
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Comment montrer rapidement qu'une fonction est différentiable ?

Le plus souvent, on montre qu'elle est de classe C1 : ses dérivées partielles existent et sont continues, ce
qui entraine la différentiabilité. En un point singulier, on calcule les dérivées partielles par des taux
d'accroissement, puis on vérifie que le reste divisé par ||h| tend vers 0.

Que faire quand rt — s2 = 0 en un point critique ?

La hessienne ne permet pas de conclure : le point est dégénéré. Il faut alors étudier directement le signe
de f(a+h) — f(a), par exemple le long de droites ou de courbes passant par a. Si ce signe change, le point
n'‘est pas un extremum ; sinon, une minoration globale peut prouver un minimum.

Faut-il classer les points critiques pour trouver les extrema sur un compact ?

Non. Le théoreme des bornes atteintes garantit I'existence du minimum et du maximum. Il suffit de
comparer les valeurs de f aux points critiques intérieurs et sur la frontiere : la plus grande valeur est le
maximum, la plus petite le minimum.

Pour aller plus loin en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur différentielle et extrema

A maitriser avant : Plusieurs variables : limites et dérivées partielles

Chapitre précédent : Plusieurs variables : limites et dérivées partielles

Chapitre suivant : Espaces probabilisés et conditionnement

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/differentiabilite-extrema-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/fonctions-plusieurs-variables-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/fonctions-plusieurs-variables-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/espaces-probabilises-conditionnement-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

