Corrigés des exercices de maths en L2

Différentielle et extrema

Corrigé de I'exercice 1 : Différentiabilité par la définition

1. On développe :
fla+hb+k) — f(a,b) = 2ah + h? 4+ 3ak + 3bh + 3hk — k = (2a+3b)h + (3a—1)k + h? + 3hk.

Posons L(h,k) = (2a+3B)h + (3a—1)k, quiest linéaire, et IV = |(A,k)|, . Comme
|h| < N et |k| < IV, onobtient |h2 + 3hk| < 4IN2 . Ainsi, le reste divisé par IV est

majoré par 41V , quitend vers (0. Par définition, f est donc différentiable en {a,b} et
df @p)(k) = (2a+30)h + (3a—D)k |

2. Le taux d'accroissement vaut N(h,0) — N(O,0) —

%. llvaut 1 pour kA >0 et —1 pour

h <0 :iln'apas de limite. Donc &1 IN(0,0) n'existe pas, et IV n'est pas différentiable
en {D,D} , puisqu'une fonction différentiable admet des dérivées partielles.

Point de méthode : le candidat a la différentielle se lit sur les termes de degré 1 du développement ; il
reste ensuite a majorer les termes de degré au moins 2.

Corrigé de I'exercice 2 : Calcul de matrices jacobiennes

1. Les trois composantes sont des fonctions polynomiales, exponentielles et trigonométriques : leurs

dérivées partielles existent et sont continues. Donc  F' est de classe (71, donc différentiable. On
trouve
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La matrice obtenue est de taille 3 x 2.

2.0na 9,G =yz, dyG =zzet d,G = zy+22 En (1,2,—1), on obtient
V G(1.2-1) = (-2, -1, 0). ar conséquent, dG(13- (k) = ~2h —k

(hk,d) = (0,0;
3. D'abord, G{(1,2,~1) = —2 41 = —1 . Ensuite, 'accroissement vaut ,—0,02;
0)
G(1,01;
donc dG(h,k,l) = —0,02 40,02 = 0 . Ainsi ,1,98; . La valeur exacte vaut
-~ -1
]

—1,3998 +1 = —0,3998 : l'erreur, de l'ordre de |},|2, est bien petite.

Corrigé de I'exercice 3 : Gradient et tangente a une ligne de

niveau

1.ona f{A) =444 = 8. Legradientvaut V f{z,y) = (2z,8y), donc
v 4) = &8).

2. La fonction est polynomiale, donc différentiable. Ainsi

Duf{A}: <vf(A}]u>:4_%+8_%:12-|5—32,50it Dﬂf{A}:%

3. Pour % unitaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
Dy, f{A:' = |? f':A:'b =16 +64 = 4/5 . L'égalité a lieu pour u colinéaire de méme

sens que le gradient. Donc le maximum est atteint pour = %{1,2} et vaut 4E.

4. Pourtout &, f(y(B) = 8cos?d +4 - 25in%f = 8 . En dérivant avec la régle de la chaine,
0= (V¥ f{v({@)), v'(8)). Le gradient est donc orthogonal au vecteur tangent ~/{#) . Or
A = y(m/4) et /(r/4) = (—2,1)5F 0. Parconséquent, latangente en A est la droite
passantpar A etorthogonalea (4,8) : 4(zx —2) 4+ 8(y—1) = 0, c'est-a-dire
r+2y =4,



La figure ci-dessous montre la tangente obtenue et le gradient, orthogonal a la ligne de niveau au point
A

3
\ Vf(A) = (4, 8) (réduit)
2 .
1 .
A
>
0 <
-1
—— ligne de niveau x2 +4y? =8
- tangente x+ 2y =4
_2 T T T I 1 T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Corrigé de I'exercice 4 : Dérivées partielles sans
différentiabilité

1. Pour (x,y) ?é (0,0),ona 2 < z2 4+ 42, donc |flz,y)| < |v|. Quand (z,y) — (0,0},
le majorant tend vers 0. Donc | est continue en (0,0} .

2. Pourtout %, f(£,0) = 0et f({0,£) = 0. Les taux d'accroissement sont nuls, donc
d1 f(D!D:I = f{[j![j:' = 0.

3. Pour t?é 0,
f(t“: tw) — f(oro) _ t3 u? w _ ulw
t Tt et2 (w2 +w?) T ul4w?
Ce quotient ne dépend pas de £.Donc I, f{D,D} = ﬂ;‘ir"‘:ﬂ

4. Supposons f différentiable en (0,0} . Alors
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df([],[jj':h,@ = h 31 f(0,0) + &k 94 f{0,0) = 0. Ainsi, toutes les dérivées directionnelles
seraient nulles. Or, pour ¥ = (1,1} , ontrouve D, fl0,0) = %?é 0 .Clestabsurde: f

n'est pas différentiable en (0,0}, bien qu'elle soit continue et dérivable dans toutes les
directions.

Point de méthode : une application v — L), f{c&} non linéaire suffit a prouver la non-
différentiabilité.

Corrigé de I'exercice 5 : Une fonction de classe C1 sur R2

1. Sur l'ouvert R2 \ {{D,D}} , f est un quotient de polynomes dont le dénominateur ne s'annule
pas. Elle y est donc de classe ¢l . Par la formule du quotient,

2ry?(ri4y?) — z2y?2 . 2z 2xyt
81 f($1y) — 2 212 — 2 oD
(z2+y2) (z2+y2)
2oyt Qrt oy

Par symétrie des rolesde T et ¥, Jdif = (z24y2)? et dof = (r24y2)2

2. Comme f(t,0) = f(0,£) = 0 pourtout ¢, 97 f{0,0) = aq f(0,0) = 0,

3. Pour (z,y)# (0,0),ona % < (£2+442)2. Donc |01 flz,y)| £ 2|, quitend vers
0 = 91 f(0,0) . De méme, I flz,y)| < 2|y|. Ainsi, les deux dérivées partielles sont
continues en (0,0}, et aussi ailleurs. Par conséquent, f est de classe (1 sur R2.

4. D'aprés le théoréme « (71 implique différentiable », f est différentiable en {D,D} et
dfo,00 = 0.

Corrigé de I'exercice 6 : Différentiabilité selon un parametre

1. Pourtout ¢, f,(4,0)=0=f_(04%) ponc 917,00 =3Iy f_ (0,0 =0, quelque
soit o > 0.



. Dabord, (|z| — |y|:|2 > 0 donne 2|zy| £ x? 4 y2 . Le seul candidat pour la différentielle est
'application nulle. Notons I = /442 . Alors

|fa§:y)| < (Niég)& _ 9 % p2a—1

Si = l, I'exposant 2m — 1 est strictement positif et le majorant tend vers [J . Donc fﬂ

est différentiable en (0,0}, de différentielle nulle, pour o > % :

. Si fa était différentiable en (0,0}, sa différentielle serait nulle d'aprés la question 1. Il faudrait
donc fﬂ(a:,y};’N — 0. 0r, pour =0,

fa,(t:t) t2c t?@:—1+

V2t T V2t T V2
Pour o = % , Ce quotient vaut % ypour g < % , il tend vers 4o . Dans les deux cas, il ne

tend pas vers 0.Donc [, n'est pas différentiable en (0,0) si o < % :

Corrigé de I'exercice 7 : Différentiable mais pas de classe C1

pour ()£ (00). [fle )] < o2 Ansi [fe) — OO/ < p = O tona
f(h) = f({0) + 0+ olal). Donc f est différentiable en (0,0) et df(p,0) = 0.En
particulier, &1 f(0,0) = 0.

. Sur l'ouvert R2 \{(0,0)}, £ estdeclasse (1 et strictement positive, avec 91 p = z/p.
Par composition et produit, f y estde classe (71 .La dérivéede u —+ sin{l/u) vaut
—cos(1 /) /u?. Par conséquent,

01 flz,y) = 2z sin% + p?- (—ﬁcos%)‘ z = Qwsin% — %cos%'
Ainsi 91 flz,y) = 2zsin(l/p) — (z/p)cos(1l/p) .

. Surlaxe (z,0) avec £>0,ona 2 = T, donc 0 f(x,0) = Zosin(l/z) — cos(l/x).
Pour z, = ﬁ ,ontrouve sin{2nm) = 0 et cos(2nm) = 1, donc

81 f(2p, 0) = —1.0r (z,,0) = (0,0) et 31 f(0,00) = 0% —1.Donc 31 f n'est pas
continue en (0,0} . La fonction | est différentiable sur [R2 mais n'est pas de classe

cl.
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La figure suivante montre l'oscillation de &7 f sur I'axe des abscisses : elle prend la valeur —1 en
chaque T ,aussipresde [ qu'on veut.

15 —— 9,f(x,0) =2xsin(1/x) — cos(1/x)
' ® x,=1/(2nm) : valeur -1 i
B o5,0,0)=0

1.0 n

0.5

0.0 A
—0.5 1
—-1.0-
—-1.5 -

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Corrigé de I'exercice 8 : Coordonnées polaires et regle de la
chaine

1. Les composantes de % sont de classe (71, et
Jp(r8) = (cos® —rsind sinf r[\cosos?]8), det Jy = rcos? + rsinf = r

Le jacobien vaut .

2.0na g = f o.Larégledelachainedonne Jg = Jf{pr8)) Jp(rd), ol
Tr=1(01f
1

22 1)
—g = —raind d1 f + rcosd dy f -

L. gy .
. En effectuant le produit : 5, = cosf 91 f +sinf 9y f et

3. Notons ¢ = cosf, s =sind, P =31 f et &Q = dqf .Alors

(99)° 4 5(%8)" = (cP +5Q)% + (—sP + cQ)? = (c2452)P? 4 (s2 4 ¢2) Q7.



Les doubles produits 2cs P et —2csPQ s'éliminent. Ainsi la somme vaut
P2+@2= |V fL2.

4. Ici 91 f = 2xr et Iy f = —2v . D'une part, la formule donne
o3 — Yrcos2d — Irsinid — 27cos(20) - D'autre part, en dérivant r2c0s(28) , on trouve
aussi 2rcos(26). De méme, la formule donne

2] . . . , , _
—g = —2r2sinfcosd — 2r2cosfsing = —2r2sin(28) - C'est bien la dérivée de
r2cos(26) parrapportd 4 . Les deux formules sont vérifiées.

Corrigé de l'exercice 9 : Jacobienne d'une composée

).Ensuite, F(1,2) = (2,3) et

—_

l.Ona Jp(ry = (% ji),donc Jr(l,2) = (%
Jolup) = (2{'}* %&) Donc J5(2,3) = (% 12)

2. Les applications F' et (& sont polynomiales, donc différentiables. Par la régle de la chaine,
Jaor(1,2) = Jg(23) 7p(1,2) = (4 L)(3 1) =(8 2)
On obtient Jg o 7(1,2) = ([Hraj.r?] 0 ,}) .
GoF(zy) = (z2y? + z +y,
2ty + ry?)

composante sont 2zyZ +1 et 2zdy +1,s0it 9 et 5 en (1,2). Celles de la seconde
sont 2zy + y2 et x4 4 2zy,soit 8§ et 5. Le résultat est confirmé.

3. Directement, . Les dérivées partielles de la premiere

Corrigé de I'exercice 10 : Inégalité des accroissements finis

V flz,y) = (cos zcos y,

. : . Comme 2 < 1let gindy <1,
,—sin = sin y) CostY > sin®y <1

1. Ona

2 2

4 f(w;y)‘g = cos2z cos?y +sin? zsin?y < cos2 z +sin z = 1.

ponc |V f|g =1 sur R2.
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2. Lafonction f estdeclasse (71 surleconvexe RZ2.L'inégalité des accroissements finis, avec
M =1, donne |f':'5hb:' - f':‘::dﬂ = |{G:b:' - {c,d}|2 . C'est exactement l'inégalité
demandée.

3. Fixons T € U . Pour = € U, le segment [:E‘,:], I:] est inclus dans IJ par convexité. Sur ce
segment, |V E’|2 = 0, L'inégalité des accroissements finis avec M = 0 donne
lg(z) — g(z)| < 0.ponc g(x) = g(Ty) pourtout = : J est constante.

4, Sur V', h vaut 1 surledemi-plan x >0 et —1 surle demi-plan x < (0. Elle est
localement constante, donc 7 A = (0 sur ¥V .Pourtant }/ n'est pas constante. Il n'y a pas de
contradiction: ¥ n'est pas convexe (ni méme connexe). Le segment qui joint {—1,[]:1 a

(1,0) sortde V", etl'argument de la question 3 tombe.

Corrigé de I'exercice 11 : Théoreme de Schwarz et matrice

hessienne

1. Lafonction (z,y) —+ x3y? est polynomiale. De plus, (z,y) — e*¥ estla composée de
I'exponentielle et d'un polyndéme. Toutes leurs dérivées partielles, a tout ordre, existent et sont
continues. Donc | est de classe (2.

2. D'abord, dy f = 3x2y2 +ye*V et Oy f = 223y + £e®V . Ensuite :

82 f = 6zy2 + y2e®Y, 93 f = 223 4+ z2 7Y,
1 2
6281 f= 62 Y+ e 4 $y€$y, 8162 f= 6x2y + Y + x‘yemy,

Les dérivées croisées sont égales, conformément au théoreme de Schwarz.

Q, 5'%f:2—|—1:3et didqg f =04140=1.Donc

Corrigé de I'exercice 12 : Un contre-exemple au théoreme de

Schwarz

1. Pour (z,y)# (0,0), |22 — 42| < 22 4+ 42, donc |f(z,y)| < |zy]| . Ce majorant tend vers



0 en (0,0), d'ou la continuité en I'origine. Ailleurs, [ est un quotient de fonctions continues a
dénominateur non nul. Donc | est continue sur [R2.

2. Soit y % 0.Pour A 0,

F(hy) — F(0,9)  y(B%—y2) | y(—4?)
3 = n h — 0] — 1.

Pour ¥ =0, f(h,0) =0,donc J1 f{0,0) = 0 = —0.Ainsi 37 f{0,¥) = —y pour
fla,k)  a(z2—k?)
k - $2+k2

i
BJ
|

— 1 ,etlecas x = 0 est

tout ¥ .De méme, pour T ?é 0,
immédiat. Donc dg flz,0) = =.

3. Lafonction y —+ &1 f(0,y) = —vy apour dérivée —1.Donc d991 f(0,0) = —1. De méme,
r — 0y f{x,0) = = apourdérivée 1,donc d1dq f(0,0) =1.

4. Les dérivées croisées different en (0,0) . D'aprés le théoréme de Schwarz, f n'est pas de
classe (2 :au moins une dérivée seconde croisée n'est pas continue en l'origine.

Point de méthode : pour calculer une dérivée seconde croisée en un point singulier, calculez d'abord la
dérivée premiere sur toute une droite, puis dérivez cette fonction d'une variable.

Corrigé de I'exercice 13 : Formule de Taylor-Young a l'ordre 2

1. Lafonction f estdeclasse ¢2.En (0,0): f =1, 91 f = e%cosy =1,
dy f = —e¥siny = 0. Ensuite, 7 = efcosy =1, s = —eTsiny = 0 et
t = —eT cosy = —1. Parla formule de Taylor-Young :

efcosy =14+ o+ %{:1:3 — y2) + o(x24y2) .

2. Avec £ =0let y=005: 1401+ %(D,Dl —0,0025) = 1,10375 . Donc
o5
,0,05) = 1,10375
4 x 10—5.

. La calculatrice donne environ 1,10373 : I'écart est de I'ordre de

efcosy—1—ox T3 — 32 |
51334"92 = 2(;1:24-32) + C":l:' .Surlaxe ¥ = 0, le quotient

tend vers % .Enrevanche, surl'axe x = 0, il tend vers —5 - Il n'y a donc pas de limite en
{D,D} .

3. D'apres la question 1,
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4. Posons t = & + 2y .Pour % prochede 0, In(l4+w) = u — %2 + o{u?), et
u? < 5({x24y2) par Cauchy-Schwarz. Donc
glryy) = = + 2y — %{,1:3 + d4zy + 4y2) + o(£2+y2) . Par unicité du développement,

2
g'@!@ﬁ} = r+2y- % —2zy — Eyg + @($2+y2} et
—1& -2 . 9
HE":D:D:' = ([Hafjf?]_g Br _]_4) . On peut le vérifier : 5‘1 g =

" S . S
91929 = ~ioyag 2 @ 929 T T(iietagt

1
(14+z+2y)%"

Corrigé de I'exercice 14 : Points critiques d'un polynome de
degré 3

1.Ona 31 f = 3x2 -3y et g f = 3y2 — 3z . Un point critique vérifie y = x2 et
r = y2 Ansi g = x4, s0it z(r3—-1)=0,donc £ =0 ou z = 1.Les points
critiques sont (0,0) et (1,1).

2. Les dérivées secondes valent r = 6z, s = —3, t = 6y.En (0,0) :
rt —s2 = —9<0,donc (0,0) estun pointcol. En (11) :

rt—s2=36-9=27>0et r=6>0,donc (11} estun minimum local strict,
de valeur f{11) = —1.

3.0na f(r,0) = =3, quitendvers +co en +oo etvers —oo0 en —oo . Ainsi f n'estni
majorée ni minorée. Elle n'a pas d'extremum global : le minimum en (l,l:l est seulement local.

Les lignes de niveau représentées ci-dessous confirment I'analyse. Autour de {1,1} , elles forment des

courbes fermées emboitées ; en {D,D} , la ligne de niveau [ se croise elle-méme, ce qui est typique
d'un col.



® (0,0): point col
® (1,1): minimum local —1

Corrigé de I'exercice 15 : Un point critique dégénéré

1.Ona 31 f = 4x3 —4(z—vy) et 3 f = 4y + 4(z—y). En ajoutant les deux équations
d'un point critique, =3 + 43 = 0.0r z3 + 43 = (z4v)(z? — sy + y2), et
w2 —xy 442 = (z -52)% + % y2 nes'annule qu'en (0,0} . Dans tous les cas,
Y = —Z . La premiére équation devient 453 — 8x = 0 ,soit z(zx?—2) = 0. Les
points critiques sont (0,0}, (V2, —VZ) et (—v2,V2).

2.0na r =12z2 -4, s =4 et t:12y3—4.Auxdeuxpointsnonnuls, r =% =20

,donc vt — 52 = 400 — 16 = 384 =0 avec r > (. Ce sont deux minima locaux
stricts, devaleur f = 4 44 — 2{2\-@}2 = -8.
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3.En (0,0), r =¢ = —4 et s=4,donc rt—_s2 = ( :lecritére ne conclut pas. D'une
part, f(z,r) = 2% >0 pour =z ?é 0 . D'autre part,
flz,0) = 2% — 222 = £2(22 — 2) <0 pour 0 <|z| <VZ.Ainsi f prend des valeurs
strictement positives et strictement négatives aussi prés qu'on veut de I'origine, ou elle vaut [J. Le
point (0,0} n'est pas un extremum local.

4. D'abord, (2 — ygjg > 0 donne z* 4yt > %53 . Ensuite,
I::t‘:—y:lg < {a:—y:lg + I::J:—|—y:|2 — 95 . Par conséquent,

f(x,y)2%32—43=%(3—4)2—82—8.

Comme f(v2, —V2) = —8, le minimum global de f vaut —§, atteinten (V2,—V2)
et (—VZV2).

Corrigé de I'exercice 16 : Extremum d'une fonction de trois

variables
2z 4 2y + 22 — 2,
1. Le gradient vaut 4y + 2z, . Les deux dernieres équations donnent Yy = —% et
. 6z + 21) .
Z = —3 .Llapremiere devient = — T2 — 73 = 1, soit 5 = 1 . Le seul point critique

est My = (6,-3,-2).
2. Les dérivées secondes sont constantes :
2 2 2
Hfy=12 4 0
2 0 6
La hessienne ne dépend pas du point.

3. On développe : I:,:E—|—y—|—z:l2 = 22 4 y2 4 22 4 2xy 4 2z 4 Jyz et
(y—z)? + 22 = 42 — 2yz + 222 La somme vaut
£2 4+ 2y? + 322 4+ 22y + 222 = g(z,y,z).Si gw) = 0, les trois carrés sont nuls :
z=0,puis ¥ =0,puis £ =0.Donc g{v)>0 pour v 0.

4. Notons B la forme bilinéaire symétrique associée a ¢ .Alors f{M ) = g(M ) — 2z . Pour
Y= {’i-..'l, Un, ’UB},
f(Mo+v)=q(Mo) +2B(Mg,v) + q(v) = 224 = 2vy = f(Mq) + (V f(Mo), v) + q(v).



Comme WV f{Mg) = 0,onobtient f{Mg+v) = f(Mp)+ql) > f(Mp), avec
égalité seulementsi v = 0 .Enfin, g(Mp) =1+1+44 = 6, donc
f{Mp) =6-12 = —6. M{ estun minimum global strict, de valeur —6 .

Corrigé de I'exercice 17 : Extrema sur le disque unité

1. Le disque fermé D est fermé et borné dans [R2, donc compact. De plus, f est polynomiale,
donc continue. D'apreés le théoréme des bornes atteintes, f admet un maximum et un
minimum sur [7.

2r —1
2. Le gradient vaut i } ’ Il s'annule seulement en {%: D} , Qui est bien intérieura I} .Le
7Y
seul point critique intérieur est {%: D} you f = % — % = _%.

3. Surle cercle, posons £ = cosd et y = sind . Alors

f = cos?8 + 2sin%d — cosf = 2 — cosf — cosf . Avec u = cosf € [—1]1], on étudie

W) = 2 - u? —u . Sadérivée —2u —1 sannuleen 1 = Lo

-3
W=2— % _|_% = % .Aux bornes, (1) = 0 et (—1) = 2.Surle cercle, f varie

. 9 . 1., V3
entre 0, atteinten (1,0), et 3 atteint en (_E’ i?:"

4. Un extremum sur [} est atteint soit en un point critique intérieur, soit sur le cercle. On compare

1 9 . 1 . 1 . . 9
donc —I- 0 et =.Le minimum vaut -3 atteint en ':T [j:l ; le maximum vaut 4’

4
atteint en (_%1 %} et (_%1 _§) .

La figure ci-dessous situe ces trois points parmi les lignes de niveau de f restreintes au disque.
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1.0 A
0.5 A
0.0 A
>,
—0.5 1
—1.0 A
— cerclex?+y?=1
® minimum -1/4 en (1/2,0)
® maximum 9/4 en(-1/2, \5.’2)
_1.5 T T T T T
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0
X

Corrigé de I'exercice 18 : Maximum d'un produit sur un triangle

1. L'ensemble " est défini par trois inégalités larges entre fonctions continues : il est fermé. De
plus, il est inclus dans [D,S]E , donc borné. Ainsi  T' est compact. Comme | est continue, |
atteint ses bornes sur T .

2. La frontiére est formée des trois cotés, surlesquels x =0, ¥ = 0 ou = + v = 3.Dans
chaque cas, un facteur du produit est nul. Donc  f = O sur toute la frontiére.



3. Alintérieur, £ >0, y>0et 4y <3,donc f>0.0na d1f = y(3 -2z —vy)
et dyf = z(3 -z —2y).Comme =z, >0, un point critique intérieur vérifie
2z +y = 3 et £ 4+ 2y = 3.Ensoustrayant, £ = ¥, puis 3z = 3. Le seul point
critique intérieur est (1,1), ot f = 1.0On compare avec la valeur 0 prise sur la frontiére. Le
maximum vaut ], atteint en l:l,ljl ; le minimum vaut 0, atteint sur toute la frontiere.

4. Soient a,b,c >0 et § = a+tbdc.Si § =0,alors g =b = ¢ = 0 etlinégalité est
Ja 3b 3::

une égalité. Sinon, posons £ = T et y =T . Alors (zy) €T et 3—p—y =75 .la
question 3 donne % = flz,y) <1.Donc ghe < (#)3 : c'est l'inégalité
arithmético-géométrique pour trois nombres.
Corrigé de l'exercice 19 : Droite des moindres carrés
1. Lafonction S est polynomialeen (a,b).0Ona
=—223::- .—asc-—b) Op S =—22 .—aac%-—b),
Avec Yz =6, > y =14, Y ri=1e
Z T Y, = 04348 +18 = 29, un point critique vérifie 14a + 66 = 29 et
6o + 40 = 14.
2. La seconde équation donne § = 14 — 6a 4 = 3,5 — 1,ba . Enreportant,
l4a + 21 —9a = 29 ,donc 5a = 8.Onobtient a = 16 et b =1]1.
3. Les dérivées secondes sont constantes : 5’% 5 = EZ a:g = 28,
aaabf’“:ﬁzﬁé:lﬁet 5‘%5:2-4:8.Ainsi i
rt—s5d = 224 — 144 = 80>0et r = 28> 0.Le point 1(13 ' est un minimum
171
local strict.
o . ':G[j:l 'E'U:' = (1:6;
4, Comme 5§ estun polyndme de degré 2, sa formule de Taylor en { 1} est exacte,
™1

sans reste. Le gradient y étant nul,
2 2 IAY 2
S(ag+ h bo+ k) = 5(apbg) +14h* +12hk + 4k° = S(ag, bo) + 4(k + 7) + 5h°.

Le terme ajouté est positif, et nul seulementsi A = k& = (. Le minimum est donc global ; il
vaut 0,01 40,09 40,09 4 0,01 = 0,2 | La droite des moindres carrés est ¥y = 1,6x 41,1,

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

La figure ci-dessous représente cette droite et les résidus verticaux, dont la somme des carrés est

minimale.
7
— droitey=1,6x+1,1
64 == résidus y; — (ax; + b)
® points (X, y;)
5 .
4 -
>
3 -
2 .
1 .
0 T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Corrigé de l'exercice 20 : Probleme, étude compléete d'une
fonction

1. La fonction f est le produit d'un polynéme et de la composée de I'exponentielle avec un
polyndme. Elle est donc de classe (72 (et méme ¢7°° ). Ensuite, T et ¥ n'interviennent
que par z2et w2, donc f(—z,y) = flz,—y) = flz,y) . Enfin, échanger = et ¥ change

2 — y2 ensonopposé :  fly,z) = —flz,y).

2. Notons g — o—*2—¥?, desorteque 91 F = —2xE. Parla formule du produit,
1 f =22E - 22(z?2—y2)E = 22(1 — 22 + y2)E . De méme,
3y f = —2yE - 2y(z? —y2)E ,donc Iq f = —2y(1 + 22 —y)E.



3. Comme E > 0, un point critique vérifie« £ = 0 ou x2 — yg =1 »et« ¥y =0 ou
yd— 12 =1 »lecas 2 —y2 =1¢et y2—x2 =1 estimpossible, car la somme
donnerait 0 = 2 .llrestetroiscas.Si z = 0 et % = 0, on obtient I'origine. Si = = 0 et
y2 = 1,onobtient (0, £1).Si ¥ = 0 et x2 — 1,onobtient (£ 1,0). Les points
critiques sont (0,0), (+£1,0) et (0, £1).

4. Ondérive 81 f = 2x(1 — z? 4+ y2)E . Parrapporta = :

5‘% f =20 -234y2) — 422]E — 422(1 — 22 + y2)E .En (1,0), on obtient

r=(0—-4e! = —4e—! Parrapporta ¥ :

3901 f = 4xyE — 4zy(l — 22 + y2)E , quisannuleen (1,0). De méme,

5‘% f= [—2{1 4+ ol — yz) + ‘iyg]E + 4y3{1—|—:1:3—y3}E ,quivaut —4e—1len (1,0).
Ainsi Hf{l,[]:l = —4e~17g avec rt—s2 =16e—2>0 et r <0.Le point (1,0
est un maximum local strict, de valeur —1 . Par la symétrie fl:—d:,y:l = f{a:,y:l ,

l:—l,[]:l est aussi un maximum local strict. Enfin, pour I::E‘,y:l proche de I:D,l} , le point

(y,z) estprochede (1,0).Ainsi f(z,y) = —f(y,z) > —f(1,0) = F(0,1) . La symétrie

flz,—y) = flz,y) traite ensuite (0,—1).Les points (0,+1) sont des minima locaux
stricts, de valeur _—1.

5. En (0,0}, les formules précédentes donnent r = 2, s =0 et ¢ = —2.Donc
ri — 52 = —4 < [J . L'origine est un point col. On le voit aussi directement :

flz,0) = s2e— >0t flOy) = —y? e~ Y2 <0 pour x,y ?é 0.

6. La fonction ¢(s) = se™* apour dérivée (1 — s)e™= . Elle croitsur [0,1] et décroit sur
[1, 4o0] . Son maximum sur [0, +o0[ vautdonc ¢(1) = e~ . Ensuite, avec
s =x24+y% ona |r2—y2| < s,donc |flz,y)| < se”* <el.or
f(£1,0) = e~ ! et f(0,£1) = —e~1. Le maximum global de [ vaut -—1, atteint
en I::|:1,D:I ; le minimum global vaut _-—1, atteint en (D,:l:l:l .

La figure ci-dessous résume I'étude : deux sommets rouges, deux cuvettes bleues et un col au centre, sur
les diagonales ol f s'annule.
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2 .
0.3
0.2
1 .
- 0.1
> 0 - 0.0
- —0.1
_1 i
—-0.2
@ maximaelen(x1,0) -03
—21 @ minima—-elen(0, £1)
[0 colen(0,0)
2 ~1 0 1 2

Point de méthode : dans une étude globale, exploitez les symétries pour réduire les calculs de
hessienne, puis cherchez une majoration qui atteint le cas d'égalité.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : différentielle et extrema, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur différentielle et extrema

A maitriser avant : Plusieurs variables : limites et dérivées partielles


https://mathovore.fr/differentiabilite-extrema-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/differentiabilite-extrema-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/differentiabilite-extrema-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/fonctions-plusieurs-variables-cours-maths-l2

Chapitre précédent : Plusieurs variables : limites et dérivées partielles

Chapitre suivant : Espaces probabilisés et conditionnement

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/fonctions-plusieurs-variables-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/espaces-probabilises-conditionnement-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

