Exercices de maths spé

Diagonalisation et trigonalisation

Exercice 1 : Diagonalisation d'une matrice 2x2

on considere 4 = ([\ray?] 5 52 1) € Mo(R) .

1. Calculer le polyndme caractéristique * 4 etle spectrede A .
2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre.

3. En déduire une matrice inversible P et une matrice diagonale I} telles que
A = P D p—1. Vérifier le résultat en calculant AP .

Exercice 2 : Trois valeurs propres distinctes

2 1 -1

On considere 4 = ol
-1 1 2

1. Calculer X 4 .On pourra ajouter la troisiéme colonne a la premiére dans det(}f Iq — A} .
2. Justifier sans autre calcul que A est diagonalisable dans  M3(R) .

3. Déterminer une matrice de passage P et la matrice diagonale I} associée.
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Exercice 3 : Matrices non diagonalisables

Justifier, en choisissant a chaque fois I'argument le plus rapide, que les matrices suivantes ne sont pas
diagonalisables dans M., (R} .

1 A= ([yaay?]fg‘;[;l).

2. B= ([l"-,la,aj.i"?] } gl_l) . Est-elle diagonalisable dans My (C) ?
2 10

3. =102 0].
1 0 3

Exercice 4 : Matrice de rotation sur R et sur C

Soit § £ Ret Hg = (cosf —sinf sinvd cosd ). La figure ci-dessous rappelle I'action de Hg
sur un vecteur X du plan.



1.0 ReX

0.5 -

1. Pour 8 € #rZ ,quevaut Fig ? Est-elle diagonalisable ?

2. On suppose £ ¢ & . Expliquer géométriquement pourquoi Fg n'a aucun vecteur propre réel,
puis le retrouver par le calcul de XRL;- .

3. Montrer que [Flp est diagonalisable dans ME{E) et donner une base de vecteurs propres.

4. Lamatrice Flg est-elle trigonalisable dans Mx(R) lorsque & g md 7
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-1
On considere 4 —= (—3 - 33)-
3

1. Calculer X 4 sous forme factorisée.
2. Déterminer les sous-espaces propres et leurs dimensions.

3. Montrer que 4 estdiagonalisable, puis donner F inversible et I} diagonale telles que
A=pPDP1.

4, Calculer p—1 etendéduire 4™ pour n € IN.

Exercice 6 : Diagonalisabilité selon un parameétre

Pour (a,b) € R%, onpose Agp = (

(Nl
o R

e e o
R

1. Donner le spectre de  Ag b et les multiplicités.
2. Déterminer, selon @, lerangde Agh — I3,
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur l:a, b} pour que Aa,b soit diagonalisable.

4. Dans ce cas, donner une matrice de passage.

Exercice 7 : Puissances d'une matrice diagonalisable

On considere A = ([Haa@r?] 14551_2 ) :

1. Diagonaliser A .



2. Calculer A™ pourtout n £ IN et vérifier laformulepour n =0 et n = 1.

3. La formule obtenue reste-t-elle valable pour 7 = —1 ? Vérifier en calculant 4 —1 directement.

Exercice 8 : Evolution de deux populations

Deux villes A et 1B échangent des habitants chaque année. Chaque année, 20 % des habitants de

A partentpour B et 30 % des habitantsde /B partent pour 4 ;les autres restent. Il n'y a ni
naissance, ni décés, ni échange extérieur. On note &g et b, les populations (en milliers) I'année 7,
avec @y = 100 et by = 0. Le schéma ci-dessous résume les échanges.

20%

80 % 70%

30%

. a

1. Ecrire Xp4+1 = M X, avec X, = (br:) et M a préciser.
2. Diagonaliser M .

3. Exprimer &gn et b, enfonctionde 7, puis déterminer leurs limites.

4. Montrer que la limite ne dépend que de la population totale & + 5[] .

Exercice 9 : Suite récurrente d'ordre 2
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On définit (ty,) par g =0, u; =1et Uy g = U, 1 +2Up pourtout n € N,

. Um
1. Ecrire Xp41 = C Xy avec X, = (un-l—l )

2. Diagonaliser ' .

3. En déduire une expression de Uxn en fonction de 71, et un équivalent de Uy .

On considere A = ([\aa@r?] ii&gil ) :

1. Calculer X 4 etmontrerque A n'est pas diagonalisable.

2. Déterminer P inversibletelleque Pl AP =T = ([l"-,ll'a,j,i"?] g g é ,}) :

3. Calculer 7™, puis 4™, pourtout n € IN.Controler le résultat pour n = 2.

2 =1 1
On considére 4 = (1 0 2 )
0 0 22

1. Calculer X 4.
2. Déterminer les sous-espaces propres. La matrice 4 est-elle diagonalisable ?
3. Trouver une base {Vl, Vi, Vg) dans laquelle I'endomorphisme canoniquement associé a A

1 1 0
a pour matrice T = ( 01 0 ) :
o0 2



4. Calculer 7" pour n € In.

Exercice 12 : Matrices nilpotentes explicites

On considere N1 = (

i
o o oy
[an J RIS
S
(0]}
~
b2
Il
T,
o =1
O O
|1
— B
R

1. Montrer que Vi et V7 sont nilpotentes et donner leur indice de nilpotence.
2. Donner le polyndme caractéristique de chacune.
3. Montrer que f3 4 N5 estinversible et calculer son inverse. Faire de méme pour f3 4 IVy.

4, Pourquoini N1 ni N5 n'est diagonalisable ?

Soit n>1et A€ M.

1. Onsuppose A nilpotente. Montrer que Sp(A) = {0} puis que Xaq = X"

2. On suppose Xag = x" . Justifier que A est semblable a une matrice triangulaire supérieure
stricte T .

3. Soit T triangulaire supérieure stricte et {El, vy En:l la base canonique. Montrer par
récurrence sur k que T® e, € Vect(ey,. . ., Ej—_k:l pour j >k et TK ¢, = U pour
7 < k .Endéduireque A" = 0.

4. Montrer qu'une matrice nilpotente et diagonalisable est nulle.

5. Soit IV nilpotente. Calculer tr N et det(f, 4+ IN).
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Exercice 14 : Traces des puissances et nilpotence

Soit A € M3(C), de valeurs propres A1, Ag, Az comptées avec multiplicité. On pose
Py = trl:Ak:l, o = Al 4 Ag 4+ Ag, Oy = AlAg 4+ AAg 4 AgAz et Oq = AlAnAg

1. En trigonalisant A , montrer que Py = }lf + }Lg 4 }'a% pourtout k € N .
2. Vérifier que pn = c:r% — 204 et Pq = O’% —30y0q + 304,
3. Onsuppose Fy = Pq = Pq = 0 . Montrer que A estnilpotente, puisque A2 — .

4. Montrer par un exemple que les seules conditions Py = Fqp = 0 ne suffisent pas.

Soit n > 2 et J € M,(R) la matrice dont tous les coefficients valent 1.

1. Déterminer lerang de .J etla dimensionde lker .J.

2. Calculer J U pour U = (1,.., 1}T. En déduire le spectre de . et montrer que .J est
diagonalisable.

3. Soit {r:r,, b} cR2 et M =ua I, + b J.Déterminer les valeurs propres de [ , justifier
qu'elle est diagonalisable et calculer det A .

211
4. Application : calculer le déterminant de ( % 21 % )

Exercice 16 : Matrices de rang 1

Soit n > 2 et A€ M_(R) derang1.



. Montrer qu'il existe deux colonnes non nulles U, V' & R™ tellesque 4 = ;7 v 7.
. Montrerque VT {7 = tr A puisque A2 = (tr A) A .

. Montrer que 0 est valeur propre avec dim Eg =n —1 etque AU = {tr A) U .En
déduire x , = X" (X —tr 4).

. Montrer que A est diagonalisable si et seulementsi tr A ?é 0.

1 2 3 1 -1 0
. Application : les matrices 2 4 6 | et 1 0 | sont-elles diagonalisables ?
3 6 8 1 -1 0O

Exercice 17 : Transposition dans M_n(R)

Soit n > 2et T:M(R) = MR, amr — M7

. Vérifier que T est un endomorphisme et calculer T @ T .
. Montrer que  Sp(7) C {-1,1} etidentifier les sous-espaces propres.
. Montrer que T est diagonalisable.

. Calculer tr 7 et det 7 de deux facons pour la trace : avec les valeurs propres, puis avec la
base canonique (E;;).

Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse, avec une démonstration ou un contre-exemple. Toutes les
matrices sont dans M, (K.

1. La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable.
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N

. Deux matrices qui ont le méme polyndéme caractéristique sont semblables.

3. Si A estdiagonalisable et inversible, alors 4 —1 est diagonalisable.

I

. Si A2 estdiagonalisable, alors .4 est diagonalisable.
5. A estdiagonalisable si et seulementsi 47" l'est.

6. Toute matrice de M., (R) est trigonalisable dans M., (R) .

Soit m = 1.Pour P € Ry[X],onpose o(P)=(X2-)P —-nX P,

1. Montrer que % est un endomorphisme de Ry,[X].

2. Pour k € {D,. - n} ,onpose P = {X — 1)’T‘°" {X + 1)”_}‘“" . Montrer que
@(Pr) = 2k —n) Py

3. En déduire que % est diagonalisable, son spectre et une base de vecteurs propres.

4. Pour n = 2, écrire la matrice de ¥ dans la base (1, X XE} et verifier les résultats
précédents.

Soit D = diag{A1,... An) avecdes A; € K deux & deux distincts.

1. Montrer qu'une matrice B vérifie BI} = B sietseulementsi B estdiagonale.

2. Soit A possédant 7. valeurs propres distinctes, avec A — P i3 P—1 . Décrire I'ensemble
C(A) des matrices qui commutent avec A et donner sa dimension.



3. Montrer que toute matrice de C{A:l est diagonalisable et que tout vecteur propre de 4 est
vecteur propre de 8.

261

4. Application : déterminer les matrices qui commutent avec ([l"-,ll'aj.i"?]

Exercice 21 : Racines carrées d'une matrice

2&1

On considére A = ([Hrajf?] 583!

}).On chercheles B € My(R) tellesque B2 — 4.

1. Diagonaliser A .

2. Soit B unesolution. Montrerque A8 = BA, puisque B laisse stable chaque sous-
espace propre de A .

3. Endéduire que P—1 B P est diagonale et déterminer toutes les solutions.

0&1

0% 0 ,}) n'a aucune racine carrée dans Mg{ﬂ:} ,

4. Montrer en revanche que N = ([\ra;r?]

0 1 0
Soit {CD, €15 Cg:' ER3et C = (CDD C':]l &162) . On étudie les suites réelles vérifiant

un—i—B = Cq un-l—? + €1 “ﬂ-|—1 + €n YUn pourtout .

Partie A : étude générale.

1. Montrer que X~ = .X-E—CE X2 —cy X —cy.

2. Soit )\ une valeur propre réelle de ' . Montrer que E , (C) = Vect((1, A, }lgjljl.
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3. En déduire que ' est diagonalisable dans A3(R} si et seulementsi X posséde trois
racines réelles distinctes.

Partie B : trois racines distinctes. On prend U, 43 = E’U,,H_g + Uyt — 2up , avec Uy = 3,

1. Factoriser X et diagonaliser ' .

2. Avec Xy = {’t&n, U1 Uﬂ+2} , décomposer X surla base propre et en déduire U .

Partie C : une racine double. On prend W, 43 = W, o + Woi1 — Wn,avec Wy = g,

1. Factoriser ¢ et montrer que ' n'est pas diagonalisable.

2. Avec V1= (1,1} et V3 ={(1,-11), trouver Vo = (0,v,z) tel que
(C — I3) Vg = V1. Ecrire la matrice triangulaire 7' de C danslabase (V'1, ¥V, ¥3)

3. Montrer que C™ Va=Vy+nVy pourtout n € N.

4. Décomposer ¥Y'g = (wp, wy, wo) sur (V1 Vg, ¥V'3) etendéduire Wn.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : diagonalisation et trigonalisation, cours de maths spé

A maitriser avant : Eléments propres et polynéme caractéristique

Chapitre précédent : Eléments propres et polyndme caractéristique

Chapitre suivant : Polynémes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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