Cours de maths spé

Diagonalisation et trigonalisation

. Endomorphismes et matrices diagonalisables

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou C, FE estun [ -espace vectoriel de dimension finie

n 2 1 et wu estunendomorphisme de F . Le chapitre précédent a introduit les valeurs propres, les
sous-espaces propres E;,\(u] = ker{u — A idE} et le polyndme caractéristique X, . Nous les
utilisons maintenant pour simplifier la matrice de .

L'idée est simple. Une matrice diagonale se manipule sans effort : ses puissances, son déterminant et son
rang se lisent directement. On cherche donc une base dans laquelle 1 agit par de simples dilatations.

L'endomorphisme u est diagonalisable s'il existe une base de E dans laquelle sa matrice est
diagonale. Autrement dit, il existe une base de ¥ formée de vecteurs propres de .

Une matrice A € M, (K) est diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale : il
existe P € GL,(K) et D diagonaletellesque 4 = P p p—1.

Les deux notions se correspondent. En effet, 4 est diagonalisable si et seulement si I'endomorphisme
de K™ canoniquement associé I'est. Dans ce cas, les colonnes de P forment une base de vecteurs
propres, et les coefficients diagonaux de I} sont les valeurs propres associées, dans le méme ordre.

Remarque :

I La diagonalisabilité d'une matrice réelle dépend du corps choisi. Une matrice de Mn{ﬂ?} peut étre ‘

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

diagonalisable dans M, (C) sans I'étre dans M, (R} . Il faut donc toujours préciser le corps de
travail.

1. Caractérisation par les sous-espaces propres

On sait que les sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe. Le
théoréme suivant en tire la caractérisation fondamentale.

Théoreme :

Les assertions suivantes sont équivalentes :

e U estdiagonalisable ;
. E= D B,
A € Splu)

. Z dim Fy{u) = n
A€ Splu) .

Démonstration :

Notons F' la somme des sous-espaces propres. Cette somme est directe, donc
dim F' = Z dim F () . Ainsi, les deux derniéres assertions sont équivalentes, car
F' = F équivauta dim F = n.

Si u est diagonalisable, une base de vecteurs propres est contenue dans F' . Par conséquent
F' = E .Réciproquement, si F' = F, on concaténe des bases des B () . On obtient une
base de E' formée de vecteurs propres, d'ou la diagonalisabilité.

Soit A:([Rray?]fgé,})ﬂna XA:X2—4X+3= (X —1(X —3).Deplus,



u = (1,1) vérifie Au = 3u et v = (1, —1) vérifie Av = v . Les deux droites propres
sont supplémentaires, donc A est diagonalisable :

A=P ([\ray?} g g ?J}) Pl p= ([\aay?} % ﬁ 1_1 )

La figure ci-dessous montre ce que signifie géométriquement la diagonalisation. L'image du cercle unité
par 4 estune ellipse dont les axes portent les deux droites propres : A dilate d'un facteur 3 le long
de F'3 etlaisse fixe la direction £y .

h Y
Y

dFo.iEe propre E;

—— cercle unité
— son image par A

1 2 3
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Il. Criteres de diagonalisation

1. Le cas de n valeurs propres distinctes

Proposition :

Si u possede 7t valeurs propres distinctes, alors % est diagonalisable, et chacun de ses sous-
espaces propres est une droite.

Chaque sous-espace propre est de dimension au moins 1. La somme des ¥ dimensions vaut donc au
moins 7. Or cette somme est directe, donc elle vaut au plus 7. Ainsi, elle vaut exactement 7 et
chaque dimension vaut 1. On conclut par le théoreme précédent.

La condition est suffisante mais pas nécessaire. Par exemple, f, est diagonale, donc
diagonalisable, alors qu'elle n'a qu'une seule valeur propre.

2. Le critere avec le polyndme caractéristique

Rappelons que la multiplicité "3 d'une valeur propre . est son ordre de multiplicité comme racine de
Xy . Onatoujours 1 < dim Ejlu) < m,

Théoreme :



L'endomorphisme 1 est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies

o Xy estscindésur [ ;
« pour toute valeur propre  }, dim B (u) = m,

Démonstration :

Supposons  diagonalisable, de matrice 12 diagonale dans une base adaptée. La valeur propre

. _ d
) apparait a3 = dim E}%{u} fois sur la diagonale. Par conséquent Mg — H (X - }‘:' A :

A
ce polyndme est scindé et ™M, = dy, .

Réciproquement, si X, est scindé, la somme des multiplicités vaut deg Xy = M. Avec l'égalité
des dimensions, on obtient Z dim E(u) = n . Le théoréme de la partie | permet alors de
conclure.

Remarque :

Pour une valeur propre simple, I'égalité dim E,}:\{u} =1= ™M 5 est automatique. En pratique, on
ne vérifie donc la dimension que pour les valeurs propres multiples.

Méthode :

Pour diagonaliser une matrice A € M, (K) :

1. calculer X4 = det(X I, — A} en factorisant au fur et & mesure grace aux opérations
sur les lignes et les colonnes ;

2. vérifier que X 4 estscindé sur [ et lister les valeurs propres avec leurs multiplicités ;

3. pour chaque valeur propre, résoudre {A — A Iﬂ} X = 0 etdonnerune basede F3 ;

4. comparer dim Fy et ™ ; sil'égalité vaut partout, ranger les vecteurs trouvés en
colonnes dans P ;

5. écrire I} avec les valeurs propres dans l'ordre des colonnes de P , puis contrbler une
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colonne en calculant A4 P.

011
Soit A = ( 1 01 ) La somme de chaque ligne vaut 2, donc {1, 1, 1} est propre pour la valeur
1 10

2. Ensuite, A 4+ I3 atoutes ses colonnes égales, donc son rang vaut 1. Ainsi, —1 est valeur
propre et dim F_j = 2. Comme latrace vaut 0 = 2 + (-1} 4+ (1}, on obtient

Xy =X -2(X + 1}2 . Les dimensions sont égales aux multiplicités, donc A est
diagonalisable :

2
D:OO

—1 0 0 —1

—O
o

P =

o =

3. Justifier qu'une matrice n'est pas diagonalisable

Le critere fournit deux obstructions. D'abord, le polyn6me caractéristique peut ne pas étre scindé. Ensuite,
un sous-espace propre peut étre trop petit. Un argument trés rapide sert aussi souvent : si 4 est
diagonalisable et n'a qu'une valeur propre } ,alors A = P(}l In}P_l =Al,.

Méthode :

Pour montrer que A n'est pas diagonalisable, on utilise I'un des arguments suivants :

e X 4 n'estpasscindésur [ (par exemple, il a des racines non réelles alors que K = R);

e une valeur propre ) vérifie dim By < ™M 5, ce qu'on obtient par le théoreme du rang :
dim Ey =n—rgld —X1,);

e A auneseulevaleur propre A mais A ?é A I,.




La matrice de cisaillement A4 = ([l"-,ll'a,j?'?] %]:%:511 ,}) a pour seule valeur propre 1, et A ?é Iy,

Par conséquent, elle n'est pas diagonalisable. De fait, B] = ker{d — Ig) = K €1 n'est qu'une
droite.

La figure suivante illustre ce phénomene : le carré unité est transformé en parallélogramme, et seul I'axe
horizontal est conservé. Il manque donc une deuxiéme direction propre pour former une base.

carré unité
— image par A
1.0 { == seule droite stable : Re; = >
0.5 1 i
0.0

~1.0 -05 0.0 0.5 10 15 2.0

La matrice de rotation g = (cosf —sinf sind cosf ) a pour polyndme caractéristique
X2 _9cos8 X + 1, dont les racines sont g8 et o—tf.Si & ﬁ;‘ & , ces racines ne sont pas
réelles: Fg n'est pas diagonalisable dans My ([R) . En revanche, elles sont distinctes, donc
Hy est diagonalisable dans  M(C) .

Comme le montre la figure ci-dessous, les deux valeurs propres complexes sont conjuguées et situées sur
le cercle unité, hors de I'axe réel.
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si ® & nZ : aucune valeur propre sur 'axe réel

10 -05 00 05 1.0
partie réelle

l1l. Puissances et récurrences linéaires

1. Puissances d'une matrice diagonalisable

Si A — P I P—1,alors les facteurs intermédiaires se simplifient. On obtient, par une récurrence
immédiate, A% — P %k p—1 pourtoutentier k& > 0.Deplus, j3% s'obtient en élevant chaque
coefficient diagonal a la puissance f% .



si A = P diag(Ay,..., An) P71, alorspourtout k € N :
A® = P diag(\F, .., AEy p—L

Side plus A estinversible, la formule reste vraie pour & £ & .

Méthode :

Pour étudier une suite vectorielle définie par X et Xp4+1 = A X .

1. écrire X = AR X ;

2. diagonaliser A et décomposer Xo = Z q vy sur la base de vecteurs propres
(Vi) s E

3. en déduire Xk = Z q }‘f Vi, ce qui évite de calculer p—1 ;

1
4. lire le comportement asymptotique sur la valeur propre de plus grand module.

2. Un exemple de modele d'évolution

Deux populations évoluent selon  Ggy1 = 08 ap + 03 bk et bk41 = 0,2 ap +0,7 by

Autrement dit, Xg4+1 = M X5 avec M = (g’g [:?E'FB ) . Latracevaut 1,5 etle
] ] )F

déterminant 0,5, donc X, = (X —1)(X —0,5) . Les vecteurs propres sont (3,2) pour 1
et (1,-1) pour 0,5.Pour X = (100,0), ontrouve X = 20(3,2) + 40 (1, -1}, donc
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trz 60
K= 20(3)+ (1) ko veclio

endpmatric.

La figure ci-dessous représente plusieurs trajectoires dans le plan. Toutes restent sur la droite
a + & = 100, car le total est conservé, et convergent vers le point de la droite propre £ .

—e— Xp=1(100,0)

100 - —e— Xy =(0,100)

—o— Xp=(30,70)

-=-=- droite propre E; = Vect(3, 2)
8041 000N, e a+b=100

0 20 40 60 80 100

3. Récurrences linéaires scalaires




Une suite définie par tpn = & gy q + i} UL se ramene au cas vectoriel. On pose
Xp = {“k! uk+1),etalors Xp11 =C X avec C = (g é) Le polynéme

caractéristique de ' vaut X2 — o X — 3 : on retrouve I'équation caractéristique de la récurrence.
Si ses racines ] f,é Tn sont dans [K, la diagonalisation donne  up = ¢ rf + Cr 1r“§ :

IV. La trigonalisation

Toutes les matrices ne sont pas diagonalisables. On se contente alors d'une forme triangulaire, qui
conserve l'essentiel des informations spectrales.

Définition :

L'endomorphisme 1 est trigonalisable s'il existe une base de E' dans laquelle sa matrice est
triangulaire supérieure. Une matrice A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice
triangulaire supérieure T .

Si I:El, Cen E‘n] est une base de trigonalisation, alors chaque sous-espace Vect{&l, Cen Ek:' est
stable par . En particulier, €1 est un vecteur propre. Par ailleurs, les coefficients diagonaux de T

sont exactement les valeurs propres, répétées selon leur multiplicité, puisque %o — H':X — t45) .
2

Théoreme :

L'endomorphisme 1 est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique X est
scindé sur [K .

Démonstration :

Si la matrice de 1 est triangulaire, on vient de voir que X — H (X — 1) est scindé.
%

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Pour la réciproque, on raisonne par récurrence sur 7, lecas m = 1 étant clair. Supposons X 4
scindé, avec A € M, (K} et n > 2.1l posséde une racine }, donc un vecteur propre €7 .
On compléte €1 enune basede [K™ .Ainsi, A estsemblable & une matrice par blocs :

(amé)d@ L A )} A e M, _1(K).

?

Le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs donne X 4 = ':X - )‘*:' A4y - Par conséquent,

Xﬂl est scindé. Par hypothese de récurrence, 4y = @ Ty Q_l avec 'y triangulaire.

Enfin, la matrice i = ([\ra;r?] 10“%:{% ,}) conjugue la matrice par blocs en

[\ada?] L O . _ .
0,0 T )" qui est triangulaire.

Corollaire :

Toute matrice de M., (C) est trigonalisable, car tout polynéme non constant est scindé sur C
(théoréme de d'Alembert-Gauss). Une matrice réelle est donc toujours trigonalisable dans M, (C) .

Méthode :

Pour trigonaliser une matrice .4 de taille 2 ou 3 non diagonalisable :

o taille 2, avec Xa = {X — }1}2 : on choisit un vecteur propre  ¥'1, puis un vecteur ¥
non colinéaire. Alors A Vo = A ¥y 4+ ¢ V1, et on peut méme choisir Vg tel que

(A —XI9)Vy= V1, cequidonne T = ([\lagm?] ! }L);

1
« taille 3, avec x , = {X—E)E(X—p}, }l?é 4 et dim Ey =1 :onprend
V1€ E) et V3 € Eyunonnuls, puisonrésout (A — X T3) Vg = Vi.Dansla

A1 0
base (V'1, Vg, ¥V'3),onobtient T = ( 8 é 0 )
i




Soit A:(naay?]iffgil).ma trA =4et det A= 4,donc x, = (X 2>

Comme A ?é 2 I'g , la matrice n'est pas diagonalisable. Le vecteur ¥1 = (1, —1) est propre.
Ensuite, Vg = (1,0) vérifie AVoy = (3,-1) =2Vq+ V1. Ansi:

A=PF ([\ray?] 3 g % )}) P_lj P = ([\aay?} 141 )

Deplus, T = 27194+ IN avec N2 — (1, et ces deux matrices commutent. La formule du
binéme donne donc T'% = 2K Io + k& 251 IV,

V. Trace, déterminant et valeurs propres

La trigonalisation fournit des formules trés utiles. Elles relient deux invariants simples a calculer, la trace
et le déterminant, au spectre complet.

Théoréme :

Si X 4 estscindé, deracines Ay, ... A, comptéesavec multiplicité, alors :

tr A = zﬂ’:)\i} det A = ﬁ )\i*
1=1 1=1

C'est toujours le cas dans C : pour A réelle, on utilise ses valeurs propres complexes.
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La matrice A est semblable & une matrice triangulaire I’ de diagonale {X1,. .. Ap).Or deux
matrices semblables ont méme trace et méme déterminant. Enfin, la trace de I est la somme de
ses coefficients diagonaux, et son déterminant en est le produit.

Corollaire :

Avec les mémes notations, pour tout % £ N, les valeurs propres de 4% sont les }lf, avec

n
multiplicité, et tr(A¥) = S AF,
=1

En effet, 4% estsemblablea %, qui est triangulaire de diagonale {}Lk, - }L,ﬁ} :

Une matrice A € Mx(R) de trace 6 admet 1 et 2 pour valeurs propres, et X 4 est scindé. La
troisieme valeur proprevaut 6 —1 —2 = 3.Ainsi, det A = 1x2x3 =6 et A est
diagonalisable, puisqu'elle a trois valeurs propres distinctes.

Vi. Endomorphismes et matrices nilpotents

Définition :

L'endomorphisme 1 est nilpotent s'il existe p & N* tel que ¥ = 0. Le plus petit tel entier
est I'indice de nilpotence de 1 .La méme définition vaut pour une matrice.




0 1 0
Soit N:(% 9 é).Ona Ne =0 Ney=ejet Neg=ey Donc N2£0
car N2 gq = €y, tandis que IN? = 0. L'indice de nilpotence vaut 3.

La figure ci-dessous représente cette chaine : chaque application de W fait descendre d'un cran,
jusqu'au vecteur nul. On vy lit aussi la croissance stricte des noyaux itérés.

ker N = Vect(e;) c ker N? = Vect(e,, e5) c kerN3 =

Théoreme :

Pour A € M_(C), les assertions suivantes sont équivalentes :

A estnilpotente ;

Sp(4) = {0} ;

A4 x"

A est semblable a une matrice triangulaire supérieure stricte.

Danscecas, A" — () :l'indice de nilpotence est au plus 7.

Démonstration

N
.
|

Si AP —pet A4X = XX avec X%D,alors 0= AP x = 2P xy,donc X =10.
Comme X4 estscindésur C,onabien Sp(A) = {0}, puis X4 = x"

Si X4 = x" , le théoreme de trigonalisation donne I" triangulaire de diagonale nulle, c'est-a-
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dire strictement triangulaire. Enfin, si I" est strictement triangulaire, on a T €1 = 0 et
T E’j‘ - VECt{Elj “ ey Ej—l} Par récurrence sur k' Tk E_?. e Vel:t{lflj - Ej—k:‘ , cet

espace étant nul pour § < k .Parconséquent T" — ,donc A™ = (.

Remarque :

Pour une matrice réelle, on applique ce théoréme en la voyant dans M., (T} . Ainsi,
A € M, (R) estnilpotente si et seulementsi ¥ , = K™ En revanche, la condition
SP[R(A:I = {0} ne suffit pas : la matrice diag(0, Rﬁ;g) n'a que 0 comme valeur propre réelle
et n'est pas nilpotente.

Propriété :

Soit /W nilpotente. Alors tr W = 0 et det IV = (0 .Deplus,si IV estdiagonalisable, alors
N =10.

Démonstration :

Toutes les valeurs propres complexes de W sont nulles, donc leur somme et leur produit aussi. Par
ailleurs,si Wy = P [ P—1,ladiagonalede 2 ne contient que des valeurs propres, donc
D=0et N =0.

Remarque :

Le chapitre suivant introduit les polyndmes annulateurs et le théoreme de Cayley-Hamilton. Ils
donneront des criteres de diagonalisation plus algébriques, mais les méthodes de ce chapitre restent
celles qu'on applique sur des matrices explicites.




Ce qu'il faut retenir

u est diagonalisable si et seulement si £ est la somme directe de ses sous-espaces propres,
c'est-a-dire si E dim By = n.

e 7. valeurs propres distinctes suffisent pour diagonaliser, mais ne sont pas nécessaires.

Critére général : X, scindé et dim By = M.y pour toute valeur propre multiple.

Une matrice diagonalisable & une seule valeur propre } estégalea A 1.

Ak — p pk p—1 : cestI'outil des suites récurrentes linéaires vectorielles.

Trigonalisable équivaut a X scindé ; toute matrice complexe est trigonalisable.

Avec les valeurs propres complexes comptées avec multiplicité, tr A = E Mg et

det A = [ 2.

A € Mﬂ(ﬂ:} est nilpotente si et seulement si son spectre est {0} ; son indice est alors au plus
.

Une matrice nilpotente et diagonalisable est nulle.

Questions fréquentes sur diagonalisation et trigonalisation

Comment montrer rapidement qu'une matrice n'est pas diagonalisable ?

Trois arguments suffisent presque toujours. Le polynéme caractéristique n'est pas scindé sur le corps de
travail, ou bien un sous-espace propre a une dimension strictement inférieure a la multiplicité, que I'on
calcule par le théoreme du rang. Enfin, une matrice diagonalisable ayant une seule valeur propre } est
forcément égalea A I;.

Faut-il toujours calculer I'inverse de la matrice de passage ?

Non. Pour vérifier une diagonalisation, il suffit de controler AP = PI} . Pour une suite
XNp11 = AXyp , ondécompose X surlabase de vecteurs propres, ce qui évite aussi p—1.
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L'inverse n'est utile que pour écrire explicitement tous les coefficients de 4% .

Quelle est la différence entre diagonalisable et trigonalisable ?

Une matrice est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé ; c'est toujours le
cas sur (. Pour étre diagonalisable, il faut en plus que chaque sous-espace propre ait pour dimension la

multiplicité de la valeur propre. Ainsi, ([Hraj.r?] é %2?:11 ,}) est trigonalisable mais pas diagonalisable.

Comment reconnaitre une matrice nilpotente ?

Une matrice complexe est nilpotente si et seulement si 0 est sa seule valeur propre, c'est-a-dire si
Xg = X . Son indice de nilpotence est alors au plus 7, donc A" — (1. Une matrice nilpotente
non nulle n'est jamais diagonalisable.

Pour aller plus loin en maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur diagonalisation et trigonalisation

A maitriser avant : Eléments propres et polyndme caractéristique

Chapitre précédent : Eléments propres et polyndme caractéristique

Chapitre suivant : Polyndmes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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