Corrigés des exercices de maths spé

Diagonalisation et trigonalisation

Corrigé de I'exercice 1 : Diagonalisation d'une matrice 2x2

1. Pour une matrice de taille 2, ona ¥ , = X2 (tr A)X +det A i trd =2 et
det A =1-4=-3.Donc x, = X?-2X -3 = (X -3)(X +1). Ainsi
Sp{}l:l - {31 _1} )

2. Pour X = 3,onrésout (A —3I9)X = 0,soit —2x + 2y = 0. Donc
Fq = Ve-:t({l, 1}) Pour % = —1,onrésout 2z 4+ 2y = 0. Donc

F_ 4= Ve::t({l, —1}) . Les deux sous-espaces propres sont les droites ¥ — I et
¥y=—-I,

3. La matrice a deux valeurs propres distinctes en dimension 2, donc elle est diagonalisable. On pose :

F= ([\aa”’?] 18 ) b= ([\aa”’ﬂ o8l )

Vérifions: AP = ([\aaﬁ] 3% 1‘1) et PD = ([may?] I 1‘1) . Comme

det P = —2% O,onabien 4 — ppp-1.

La figure ci-dessous montre les deux droites propres : A triple les vecteurs de £'3 et retourne ceux
de F_1.
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Point de méthode : vérifier AP = PD plutdtque 4 = pppp—1 évite d'inverser P .

Corrigé de I'exercice 2 : Trois valeurs propres distinctes

X -2 -1 1
l.Ona x, = % _—12 X9 . On effectue €1 + C'1 + C3 :la premiére

colonne devient (X —1,0, X —1).Onfactorise X —1, puison effectue L3 + L3 — L



1 -1 1
X, =(X-1) 8 XO—Q X__13 = (X —1)(X —2)(X - 3).

Donc X, = (X — DX - 2)(X -3).

2. La matrice posséde trois valeurs propres distinctes en dimension 3. D'apres le cours, .4 est
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites.

A partir de la question 3

3. Pour X =1,lesysttme (A —JF3)X =0s%crit t+y—-2=0, —z4+y+2z=0,
—z + vy 4+ z = 0. En additionnant les deux premiéres, ¥ = 0, puis z = x.Donc
B = Vect((1,0,1)).

Pour % = 2,onobtient w—2 =0, —rx+z=0et —z+4+vy =0.Donc
By = Vect((1,1,1)).

Pour X = 3,onobtient —z4+y —2 =0, —x —vy -+ 2 = 0. En additionnant,
£ =0,puis ¥ = Z.Donc B3 = Vect((0,1,1)).

Ainsi: P = (

—

1
1
1

e

) et D = diag(l,2,3). Controle: A(0,1,1) = (0,3, 3}, ce qui

convient.

Corrigé de I'exercice 3 : Matrices non diagonalisables

l..Ona trd =2et detA =1,donc x, = X?-_2X 4+1= {X—l}g.Laseule
valeur propre est 1. Si A était diagonalisable, on aurait 4 = P Iq Pl = fq,cequiest
faux. Donc A n'est pas diagonalisable.

2.0na Xg = X2 - 2X 42, de discriminant —4 . Ses racines sont 1 +12 et 1 —147,quine
sont pas réelles. Par conséquent X 5 n'est pas scindé sur R et B n'est pas diagonalisable
dans My(R) . En revanche, ces deux racines sont distinctes, donc B est diagonalisable

dans My(C) .
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3. Dans det{X I3 — C), la troisitme colonne vaut (0,0, X — 3) . En développant selon cette

colonne, on obtient ¢ ~ = (X —3)| -1 ‘ = (X -3)(X — 2}2 . Ensuite,
010 0 X -2
¢ —217 = [f % ? ) est de rang 2. Le théoréme du rang donne

dim By = 1<2 = m,.Donc C n'est pas diagonalisable.

Corrigé de I'exercice 4 : Matrice de rotation sur R et sur C

1.Si 8 ¢ 2nf , alors Ag = Iq.Si 8 € o+ 2nf,alors fig = —In. Dans les deux cas,
Hy est diagonale, donc diagonalisable.

2. Un vecteur propre réel X vérifierait Ffig X € K X . Or, comme sur la figure de I'énoncé,
Hp X faitunangle @ avec X, etcetangle n'est pas un multiplede .Donc fig X
n'est jamais colinéaire a X ?é 0. Par le calcul, XRp = X2 - 9cosf X +1 , de discriminant
deoslf — 4 = —45in2d < (. Ainsi fig n'a aucune valeur propre réelle.

3. Les racines complexes sont cnsf =+ 3 sind = e< ¢ . Elles sont distinctes car sinf ?é 0, donc
Ry estdiagonalisable dans My(C) . Pour ) —= 28 ,0na

Ry — A Iy = sind (_ﬁ _;E@' ) dont le noyau contient {1, —z).De méme, (1,%) est

propre pour e—tf#.Une base propre est ({1, —), (1, f:::l) , associée a {E'é&, 5_3"5'} .

4. Une matrice est trigonalisable dans MEI:R] si et seulement si son polyndme caractéristique est
scindé sur R . Ce n'est pas le cas ici. Donc  fig n'est pas trigonalisable dans M5(R) .

Corrigé de I'exercice 5 : Valeur propre double et matrice de
passage

X +1 3 -3
1. Dans X f3 — A = 3 X +1 3 , la somme de chaque ligne vaut X + 1.
3 3 X —15

On effectue donc €1 +— €1 4+ C'y3 + C3 etonfactorise X -+ 1. Ensuite,
Ly 4+ Lyp—Ljet Ly + L3— Lj donnent:



1 3 92
X=X+1‘0X—2 0 = (X + 1)(X — 2)“.
A= (X +D[g X220 = (X 4D -2)

Les valeurs propres sont —1 (simple) et Z (double).

-3 -3 3
2. Ona A—EIg:(—3 -, 3),derangl.Ainsi Flg estleplan 4+ 1y —2z = 0,de
-3 -3 3

base (1,0,1) et (0,1,1). Par ailleurs, la somme des coefficients de chaque ligne de A vaut
—1,donc A(1,1,1) = —(1,1,1). Ainsi Ey estunplanet E_; = Vect((1,1,1) est
une droite.

A partir de la question 3

3. Le polyndme caractéristique est scindé, et dim Eq =2 =m,, dmE_1=1=m_ .
1 01
Par le critere du cours, A est diagonalisable. On prend P — (Ii] 11 %) et
D = diag(2, 2, -1).

4, Par la méthode de Gauss, ou en résolvant FP¥ = X , ontrouve
o -1 1
P-1— _, 1 .On vérifieque P P—1 = T3 :parexemple, la premiére ligne
1 1 —-1
de [P fois la premiére colonnede pP—1 donne 0+ 0+ 1 = 1. Ensuite,
D™ = 2" I3+ ((-1)" — 2™) diag(0, 0, 1) . Donc :

A" =2" T3+ ((=1)" =2") 11, T = P diag(0,0,1) P~L

Or IT est le produit de la troisiéme colonne  (1,1,1) de P par la troisieme ligne (1,1, —1)
11 -1
de p—1l.Ainsi A" = 2" I3+ ((-1)" - 2”)( % ; —11) .Pour n = 1, on retrouve
—
bien 273 —3IT = A

Point de méthode : repérer que les lignes ont une somme constante donne immédiatement un vecteur
propre et une factorisation du déterminant.
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Corrigé de I'exercice 6 : Diagonalisabilité selon un parametre

1. La matrice est triangulaire supérieure, donc Xdgy = {X - 1}2 {X — 2} . Le spectre est
{1,2} , avec 1 double et 2 simple.

0 a 1

2.0na Agqp—1I3 = ( 00 b ) Si a ?é 0, les lignes (0, a,1) et (0,0,1) sont libres, et la
0 01

deuxieme ligne est proportionnelle a la troisieme : le rang vaut 2. Si @ = 0, toutes les lignes sont

colinéairesa (0, 0,1) : lerang vaut 1. Donc  rg(Aqp —I3) = 2 si a# 0,et1si
a=0.

3. La valeur propre 2 est simple, donc  dim Fly = 1 dans tous les cas. Le polyndme caractéristique
est scindé. Ainsi, Agb est diagonalisable si et seulementsi  dim F{ = 2, soit

rg{Aa,b — Ig} = 1. La condition cherchée est o = ([, quel que soit 5.

4, Pour @ = 0, Fq estleplan z = 0,debase €1i€7y. Ensuite,

-1 01
Agp— 213 = ( 8 b [bj) donne £ = z et y = bz.Donc Fg = Vect((1,5,1)).
1 1
On peut prendre P = (8 % lb) ,avec D = diag(l,1,2}.

Corrigé de I'exercice 7 : Puissances d'une matrice

diagonalisable

1.Ona trd =5et detd =442 =5,donc
Xaq = X2 -8X +6 = (X —2)(X -3).Pour2, I'équation 2z — 2y = 0 donne
(1,1). Pour 3, I'équation = — 21y = 0 donne (2,1).Ainsi 4 = p p P—1 avec
P=(N\rey?] £ 2}) et D = diag(2,3).

& 2
1

2= (oo 2T 50 Vo 7L )= (30 380 Y TAE2, )

2.0na detP = —1,donc Pl = ([ll'n,la,l'j.?'?] 1_‘1& ).Ensuite:



n_(2-3”—2” gn+l _g.3"
— Tl

g"_ g™ on+1 _ 3P . Pour n = 0, on obtient

([Hraj,r?] é%:? ,}) .Pour n = 1, on obtient ([Haaj,r?] 14;5:51_2 ) = A.

3. La matrice A estinversible car 0 ¢ Sp(A) . Deplus, A—1 = p p—1 p—1,doncla

formule vaut pour n = —1. Elle donne
(2/3-1/2 1-2/31/3-1/2 1-1/3) = (_11/,6 ;{é).Directement,

Al = %([\aa;r?] 1_‘1&&2 4 ) . Les deux calculs concordent.

Corrigé de I'exercice 8 : Evolution de deux populations

1. Laville A garde &0 % de ses habitants et recoit 30 % de ceux de B .De méme pour
_ 08 0,3
B .Donc M = (DD,Z & 07 )

2.0na trM =15et detM = 0,56 -0,06 = 0,5 .Donc
X = X2 15X +05 = (X —D(X —05) . Pour 1, 'équation —0,2z + 0,3y = O
donne (3,2).Pour 0,5, Iéquation 0,3z + 0,3y = 0 donne (1, —1). Ainsi
. — 3&1
M = Pdiag(1,0,5) P~ avec P = ([Haajr?] Ial )
3. Ondécompose Xy = a(3,2) 4+ B(1, -1). Lesysttme 3a+ S =100, 2a— 5 =0
donne o« = 20 et £ = 40. Par conséquent,
X, =M"Xo=20(3,2) +40-05" (1, —1) . Donc a, = 60 + j—E et
b, = 40 — %’ , de limites 60 et 40. Controle: @y = 80 et by = 20.

4. Dans le cas général, la somme des coordonnées de l:l, —1} est nulle, donc & +bp = 5.
90 -SI_ bo et X, — o3,2).La limite vaut (g.ﬁ', %5) avec S = oy + by,

Ainsi 5 —

La figure ci-dessous représente les deux suites : I'écart a la limite est divisé par 2 chaque année.
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Corrigé de I'exercice 9 : Suite récurrente d'ordre 2

Lona Xntl = (Up gty qg) = (U400, 2un +u,14) . Donc
0&1
¢ = ([ﬁ"-.ra'}-r?] 981 J}) .
2.0na X = X2 - X -2 = (X —2)(X +1).Pour une valeur propre ), la premiére ligne
de C —ATg donne y = Ax.Ainsi (1,2) estproprepour2et (1, —1) pour —1.Donc

C = Pdiag(?, 1) P! avec P = ([Haajr?] et )

3. Ondécompose X = (0,1) = a(l,2) +56(1,—1).Onobtient a +b=0cet 2a—b =1

! 3 3 ' ! _X-.n — 3 I:].! 2:] 3 I:].! 1:] '
. .-u_ ’ 71 P 3 L] . 3 ) q

donne aussi la récurrence.

Comme le montre la figure ci-dessous, le terme (—1}“/3 devient vite négligeable devant 2“[3 .



—— 2"/3 (terme dominant)
300 - ® u=(2"-(=1)")/3
250 -
200 -
g
>
150 -
100 -
50 A
0 1 1
041 @& . 4 L 4
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Corrigé de I'exercice 10 : Trigonalisation d'une matrice 2x2

l.Ona trA =4 et det A=3+1=4 donc yx, = {X—E}E.Laseulevaleurpropre
est2et A ?é 215 .Donc A n'est pas diagonalisable.

2.0na A —2Iy = ([Hary?] 1—‘1&8%5 14 ) ,donc ¥'1 = (1, —1) est propre. On cherche Vg

telque (A —2I7)Vg = V71,s0it £+ 1y =1.Lechoix ¥q = (1,0) convient. Alors
AVi=2Viet AVy =V14+2Vy.Donc FP = ([Raa;r?] 1—%8}5 D) convient.
- _ _ 081
3.0nécrit T = 2I54+ N avec N = [l"-,ll'aj.?'.][:] &D’} et N2 = g.Comme 219 et
N commutent, la formule du bindme donne T" = 2" In4n on—1 I\ . Ensuite,

P_lz([‘xaair?]?gl_l)et A" = p7™ p—1.Le calcul donne:
n _1{ N+
A" =2n7 1 n
—n 2—-n

8 & 4

4% D) , et le calcul direct de 42 donne le

Pour n = 2, la formule donne ([l"-,.a,aj.i"?]
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méme résultat.

Corrigé de I'exercice 11 : Trigonalisation d'une matrice 3x3

1. On développe det(X I3 — A) selon la derniére ligne (0,0, X —2) :

X4 = (X —2) ;—_12 )1{ = (X —2)(X?—-2X +1).
Donc yx, = (X —1)* (X -9).
1 -1 1
2. 0Ona A—Ig:(%} b %).Latroisiémeéquationdonne z = [0 ,puis & = ¥, Donc

Fq = Vect{(1,1,0). Ensuite, A —2I3 donne —y +2z =0et = —2y +2z =0,
donc ¥ = Z et x = 0.Ansi Fqg = Vect((0,1,1)). Comme dim Ej =1<2=my,
la matrice 4 n'est pas diagonalisable. Elle est cependant trigonalisable, car % 4 est scindé.

A partir de la question 3

3. 0nprend V1 = (1,1,0) et V3 =(0,11).0nrésout (A —I3)Vy = V7 :onobtient
z=0¢e -y =1 Lechoix ¥y = (1,0,0) convient. Vérification :
1 1 0

AVny = (2,1,0) = V1 + Vq. La famille est une base, car det(%} % % ) = -1 7/: 0.

Dans la base ((1,1,0), (1,0, 0), (0,1, 1)), la matrice est bien T .

4. La matrice T est diagonale par blocs. Le bloc ([ll'n,ll'a,j.?'?] % %:11 ,}) = Iq+4+ N, avec
1 n 0O
N2 — 0, apourpuissance n-éme Ig+nIN . Donc T" = (D : Dﬂ)
0 0 2



corriaé de I ice 12 : Matri ‘Ibotent licif

000
Neg=UVT avec U =(1,2,) et V =(1,0,-1).Ainsi N%:U(VTU}VT
et VI =1—1=0".Donc N%:Dalorsque Ng% 0. Les indices valent 3 pour
Ni{et2pour Ny,

5 0 01 3
1. Pour INj,oncalcule Ni=|0 0 O %D,puis Ny = 0. Pour N5, on remarque que

2. Une matrice nilpotente de taille 3 a pour seule valeur propre complexe 0. Donc
_ — v3
XNy = XN = X~

3. Ona ':IB‘FNE:”:IB_NQ:':IB—N%:Ig.Donc
EJ2 0 1
':IS+N2:'_1=IB—N2= _j 2 . De méme,
-1 0 272
':IS+N1:":IS—N11+31‘"T%8ZIB—I—N%:Ig.Donc
— 0
(I3+ Ny = -1
o 0 1

4. Une matrice nilpotente diagonalisable est nulle, car sa seule valeur propre est 0. Comme
Ny ?é 0et Vg ?é 0, aucune des deux n'est diagonalisable.

Corrigé de I'exercice 13 : Caractérisation des matrices

nilpotentes

1. Soit P telque AP —p,et AX = A X avec X ?é 0. Par récurrence,
AP ¥ — 3P x .Donc P x¥ — (g,puis X = 0.Deplus, X4 estscindésur C et
toutes ses racines sont des valeurs propres. Ainsi Sp(A) = {0} et x, = x",

2. Le polyndme X ™ est scindé, donc A est trigonalisable. La diagonale de la matrice triangulaire

obtenue contient les racines de X 4 , qui sont toutes nulles. Donc 4 est semblable a une
matrice triangulaire supérieure stricte T .
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A partir de la question 3

3. Pour k£ = 1,la 7-itmecolonnede T n'ade coefficients non nuls qu'au-dessus de la
diagonale. Ainsi T"fj,' € Vect(ey,. . ., Ej—l:' et T'e; = 0. Supposons la propriété vraie au
rang k.S 7 < k+1,alors Tk €, estnulou colinéaire a €1, donc Tk+1 €, = 0.5

_’;r' >k +1,alors Tk+1 E’j = T{Tk Ej-:' est une combinaison des TEE' pour

1 < 7 — Kk, qui sont dans Vect{el, ey Ej—k—l} . La propriété est donc héréditaire. Pour
k = n, tousles T € ; sont nuls, donc 7™ — . Par similitude,

A" =pPT" Pl = 0.

4, Si IV estnilpotenteet v — P P—1 avec ID diagonale, les coefficients de I sont des
valeurs propres, donc nuls. Ainsi I =0 et N = 0.

5. Toutes les valeurs propres complexes de I sont nulles, donc tr N = 0. Ensuite, I, + IV
est semblable & I + T, triangulaire de diagonale {1,...1).Donc tr W = O et
det(f, + N) = 1.

Corrigé de I'exercice 14 : Traces des puissances et nilpotence

1. La matrice A esttrigonalisable dans Mg{ﬂ:} . A = PpTpP—1,avec T triangulaire de
diagonale (A1, Ag, Ag).Alors Ak — pgkp—1.0rle produit de matrices triangulaires
supérieures est triangulaire supérieur, et sa diagonale est le produit des diagonales. Donc T% a

pour diagonale {}\k, }lk, }"l%:' . Par invariance de la trace, pp = }'ai““ + }lé + )\%.

2. En développant .::r% , on obtient 2 }LE- + Er;r2 , d'ou Py = G’% — 2::72. Ensuite,

_ 2y . — 2y .
01 Py = Pgt _Z_}‘ﬁ As et 7192 7 _Z_}‘E}LJ"—'—SJEDonc
ﬁ:,é_? E:féj
P3 = 01 Py~ 9195t 393 .Enremplacant Py : pg = G% — 3004 + 304,

3.5i Py =0 alors o7 =0 Ensuite, P5 =0 donne o5 =0, puis P53 = 0 donne
Tq = 0. or Xa = X3 - 74 X2 4 Tq X — 0g.Donc X 4 = X3, D'aprés l'exercice
précédent, A est nilpotenteet 43 — (.

4. Soit 4 = 3 ot A = diag(l, 7, jz) .Ona p; =1+ 7+ jg = 0 et
pp=1+4 jg + j4 =1+ jg + 7 = 0.Pourtant, P53 = 3 et A estinversible. Les



conditions [y = Pq = U ne suffisent donc pas.

Corrigé de I'exercice 15 : La matrice ] et ses voisines

1. Toutes les colonnes de J sont égales et non nulles. Donc rg J = 1 et, par le théoréme du
rang, dimkerJ =n —1.

2. Chaque coefficientde JI7 vaut 14+...41 = n,donc JUI = nll.Ainsi, 0 est valeur
propre avec dim By = n —1,et n estvaleur propre avec dim ¥, = 1 .Lasomme des
dimensions atteint 7. Donc Sp(J) = {0, n} et J est diagonalisable.

3. Soit P telleque J = P diagfn,0,...0) P~1. Alrs
M = Pdiag(a +nb,a,...a) P~1.Donc M estdiagonalisable, de valeurs propres

a + nb (au moins simple) et @ (répétée n — 1 fois). Ainsi det M = a™—l{a + nb).

4. La matrice proposéevaut f3 4+ J ,avec n =3, o =1 et b = 1.Son déterminant
vaut 12x (1+3)=4.

Corrigé de I'exercice 16 : Matrices de rang 1

1. L'imagede A estune droite Vect(T). Chaque colonne €'y de A sécritdonc V,; U .
En posant ¥ = l:’i'.-'l, cen ’Un:l ,onobtient 4 — 7w T .Enfin, V ?é 0 car A ?é 0. Ainsi
A =0v7T avec U, ¥ non nulles.

2. Le coefficient diagonal (¢,%) de 7T vaut *;Y; donc tr A = Z U, U = vT i,
Par associativité, A2 = U(VTU)VT . ponc A2 = (tr A) A.

3. Parle théoréme durang, dimker A = n —1 > 1, donc 0 est valeur propre avec
dim Eg = n —1.Ensuite, AU = U(VTU) = (tr A) U .Dans C, la multiplicité de 0
est au moins 7 — 1.Lasomme des 7t valeurs propres vaut +%r A , donc la derniere vaut
tr A.Ainsi ¥, = X=X —tr A),
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A partir de la question 4

4. Si trA?é 0,alors dim Bg+dim Ey 4 > (n—1)4+1=mn,donc A est
diagonalisable. Si tr A = 0,alors 42 — [,donc A est nilpotente et non nulle : elle n'est
pas diagonalisable. Donc 4 est diagonalisable si et seulement si tr 4 ?é 0.

5. La premiére matrice estderang 1,detrace 1 +4 4+ 9 = 14 ?é 0 : elle est diagonalisable. La

seconde estderang 1,detrace 1 —1 -+ 0 = 0 :elle ne I'est pas. Réponses : oui pour la
premiere, non pour la seconde.

Point de méthode : une matrice de rang 1 se traite toujours avec I'écriture 7771 et la relation
A2 = (tr A)A .

Corrigé de l'exercice 17 : Transposition dans M_n(R)

1. La transposition est linéaire :  {( M + N)T = 2xMT + NT . Deplus, (MT)T = M.
Donc T est un endomorphismeet 7 o7 = id.

2.5 7(M) =AM avec M#£0,alors M = 72(M) =22 M ,donc 32 =1.
Ensuite, Eq = S,(R) et E_7 = A,(R), tous deux non nulscar n > 2. Donc
Sp(ﬂ = {—1, 1}, avec les matrices symétriques et antisymétriques comme sous-
espaces propres.

M T — 7T -
3. Toute matrice s'écrit jf —= M +2M + M EM , somme d'une symétrique et d'une

antisymétrique. Donc S, + A, = M, (R}, et la somme est directe. Ainsi 7T est
diagonalisable.

4. Ona dim S, = n(nt1) et dim A, = n(ng_lj.Avec les valeurs propres,
try = n(ﬂ;lj _ ﬂ(%'g_lj — 5, . Avec la base canonique, ’T{E@'} = E ;; :la coordonnée

de T(HE) sur By vautlsi 2 = 7 et0sinon, donc la trace vaut aussi 7. Enfin,
detr = 1”(”+1)f2(_1}”':”_1)f2.Donc trr = n et detr = (_1}”':”_1”2.



Corrigé de I'exercice 18 : Vrai ou faux sur la diagonalisation

1&1

1. Faux. La matrice ([l"-,ll'aj.?'?] 020

,}) a deux valeurs propres distinctes, 1 et 0, donc elle est

diagonalisable. La matrice ([‘gaaj,r?] []_1_?5860
0&1

) est diagonale. Pourtant leur somme
([l"-,ll'aj.?'?] 0&0 ,}) est nilpotente non nulle, donc non diagonalisable.

1&1
0&1°

}) ont le méme polynéme caractéristique
(X — 1}2 . Cependant, la seule matrice semblablea {7y est Ig elle-méme.

2. Faux. Les matrices fg et ([l"-,ll'aj.?'?]

3. Vrai.Si 4 — PppP—1 estinversible, les coefficients de I sont non nuls. Alors
A-1 = pp—1p—1,et p—1 estdiagonale.

0&1

4. Faux. La matrice N = ([Rra},r?] 0&0’

}) vérifie W2 — [, qui est diagonale. Pourtant

N n'est pas diagonalisable.

5 Vrai.Si 4 — pppP—1,alors AT = {P—l}T DPT =gD@ 1 avec
Q= {PT}_I . La réciproque s'obtient en appliquant ce résultata  A47".
| _ .10 & -1 , - ) |
6. Faux. La matrice R,ﬂ-frg = | [\aav7?] 1 &0 a pour polyndme caractéristique X< 4 1, qui
n‘est pas scindé sur R . Elle n'est donc pas trigonalisable dans Mg (R} .

Corrigé de I'exercice 19 : Un endomorphisme de R_n[X]

1. La linéarité découle de celle de la dérivation et de la multiplication par un polynéme fixé. Soit

F = Z O Xk. Les deux termes sont de degré au plus 7 + 1. Le coefficient de ¥ n+1
k=0
vaut Nty —na, = 0.Donc @(P) € Ry[X] et ¥ est un endomorphisme de

Rn[X].

2. Par la dérivée d'un produit,
PL=kX -1 UX 40" 4+ n—B(X - 1)F (X +1)" 571, les termes
d'exposant négatif étant absents. En multipliant par (X — 1)(X 4 1} , on obtient :

(X2 —1D)PL=Prk(X +1)+ (n —k)(X —1)) = Pp(nX + 2k — n).
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Par conséquent, @(Pr) = (2k —n)Pp .

3. Les n+1réels 2k —n ,pour O < k < n,sontdeux adeux distincts. Les Fx sont non
nuls, donc ce sont des vecteurs propres associés a 7. + 1 valeurs propres distinctes. Or
dim R,[X] = n +1.Donc ¢ est diagonalisable, de spectre
{-n,-n 42, [\hace?]l. ,nv —2,n},et (Pg,..., Py,) estune base propre.

A partir de la question 4

4. Pour n = 2,0na @(l) = —2X, X)) =(X2-1)-2X2=-1-X72 et
0o -1 0
e(X%) = 2X(X2-1)-2X3 = —2X . La matrice estdonc M = (—2 ; —2) :
0 -1 &0
Pour Py = (X 4 1)%, de coordonnées (1,2,1), ontrouve M(1,2,1) = (-2, —4, -2).
Pour Py = X2 —1,ontrouve M{(—1,0,1) = 0.Pour Py = (X —1)2, ontrouve
M{(1,-2,1) = (2, —4, Z) . On retrouve les valeurs propres —2, 0 et 2, dont la somme
vaut bien tr M = 0.

Corrigé de l'exercice 20 : Commutant d'une matrice a valeurs

propres distinctes

1. Le coefficient (2, 7) de B vaut bgjAy, etceluide DB vaut A;bg;. Donc
BD = DB équivauta bg;(A; —A;) = 0 pourtous 3, 7. Pour i?é j,ona A ?é Ajg
,donc b4y = 0. Ainsi B commute avec [ sietseulementsi B est diagonale.

2.0na AB = BA sietseulementsi DI:P_]'BP:I = {P_lﬂP}D . D'aprés la question 1,
o . -1
cela équivauta p—1pgp diagonale. Donc EI:A:I _ {Pﬂ o [Htextxt?]déqggﬂqu} ’

sous-espace de dimension 7.

3. Toute B € C(A) s'écrit pA p—1 : elle est diagonalisable dans la méme base que A .
Chaque sous-espace propre de A estunedroite K¥;,ou V¥, estla 3 -iéme colonne de
P .or BV, = &;V,. Toutvecteur propre de A est donc vecteur proprede B .

4. Avec l'exercicel, P = ([Haa;r?] } %1_1 ) et P71 = ]j([l"-,.a,aj?'?]% g 1_1 ).Alors



P diag(e, £) Pl = 2(@{ +:§ j -T-g) . Le commutant est I'ensemble des matrices
([”'-kra,j,r Egj 6 ,}) avec (a,b) € R2 .

Corrigé de I'exercice 21 : Racines carrées d'une matrice

1.Ona trA =5et det A =4,donc ¥, = (X —1)(X —4). Pour 1, I'équation
z 41y = 0 donne (1, —1).Pour4, I'équation —2x + 1y = 0 donne (1,2} . Ainsi

A = Pdiag(l,4) P~1,avec P = ([Eaa;r?] 1 ‘1&8{: 5 ) et
it )

2.Si B2 — A,alors 4B = B3 = BA.Soit V € E;(A). Alors
A(BV) = B(AV) = A BV ,donc BV € E,{A).Ainsi B laisse stables les deux
droites propres de A4 .

3. Comme BVq{ e RV et BVyc RVy, lamatrice p—lpgp estdiagonale, égale a
diag{;_,;lj ng‘ .Larelation B2 — A donne H% =1 et Pi% = 4 Réciproquement, ces

quatre choix conviennent. Le calcul donne P diag(1, %) P—1 = _([l"-,.l'a,j.?' ] 3 gjé ,2 et

P diag(-1,2) = ([\Ta}f?] g g } ,}) . Les solutions sont :I:E(["‘-,Il'aj?'?] % 25 ) et
0&1

:t([xra,jr 1581 ,}) Controle : ([Hray?] g ﬁ } !})2 = ([yra@r?] g % % ,}).

4. Supposons B2 — IV .Alors B% — ;yv2 = (g ,donc B estnilpotente dans M4 (C) . Son
indice est au plus 2, donc B2 — .Or IV ?é (0, ce qui est contradictoire. Donc [V n'a pas
de racine carrée.

Corrigé de l'exercice 22 : Probleme : matrices compagnons et
récurrences d'ordre 3

Partie A.
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X -l 0

0 X —1 selon la premiere colonne. Le

|:| _C]. _X - CE

premier terme vaut X (X(X — cq) — 4] . Le second vaut

Nery?) 3 g o, |
X & -11

1. On développe det(X I3 —C) =

—cq — —CD,Donc ;{CZXB—CEXQ—CIX—CU.

2. Lesysttme (C —AI3)X =0 donne y = Az et z = dy = X%z . Latroisieme
équation s'écrit alors (¢ + ¢y A + cgf«hg 23 = -z Xeo(A) = 0 celleest
automatiquement vérifiée. Donc EA(‘—?:‘ = Vect((l, A, }12)) , de dimension 1.

3. Chaque sous-espace propre réel est une droite. Donc Z dim £y est égal au nombre de valeurs

propres réelles distinctes. Ainsi & est diagonalisable si et seulement si X a trois
racines réelles distinctes.

Partie B.

Lld xo=X3-2X2-X4+2=X(X-2)-(X-2) =X -DX+D(X-2).

11 1
D'aprés la partie A, €' = V diag(l, -1, 2) V—1lavec V = (% %[ 42 ) i
4

A partir de la question 2

2. Oncherche X = (3,2,6) = a(l,1,1) + b(1, —=1,1) 4+ (1, 2, 4) . La premiére et la
troisieme équation donnent 3c = 3 ,donc ¢ = 1.Ensuite a +b =2 et g —b =10,
donc ¢ = b =1.Comme X, = o™ X, on obtient

Xn,=(0,LD+ (D" -, +2" (124} Donc u, =1+ (-1)" 42"

Controle : la récurrence donne tg = 12+ 2 —6 = 8 et la formule aussi.

Partie C.

Lid xo=X°-X?2-X+1=X(X-1)-(X-1) = (X — 12X +1). La valeur



propre 1 est double, mais dim E{ = 1 d'aprés la partie A. Donc ' n'est pas
diagonalisable.

A partir de la question 2

-1 1 0
2.0na C —1I3= Dl 1 % ,donc (C —I3)(0,v,2) = (y,z — v, y) . L'égalité avec
(1,1,1) donne ¥ =1l et z =2.Ainsi Vy=(0,1,2)et CVy=V1+Vg.Parla
1 1 0
partie A, ¥ estproprepourlet ¥ 3 pour —1.Donc T = E] 0
00 -1

3. Le résultat est vrai pour 1, = 0. S'il est vrai aurang 7%, alors
Crtly g = CVy4+nCV] =V +Vg4+nVy.Donc C"Vq=Vq4+nV;
pour tout 1.

A partir de la question 4

4. Onrésout (0,4,4) = a V1 + 8 Vg~ v V3. Lapremiére coordonnée donne o + y = 0.
Les deux autresdonnent o + 5 —y = 4 et a4+ 25 + v = 4,s0it £ = 2 puis
o =1et y=-lEnsuite, ¥,, = C"¥g =V +2(Vyg+nVy) - {—l}an-
Donc w,, =1+ 2n — {—1}ﬂ . Controle: g =4+ 4 —0 = 8 etlaformule donne
1+46+41=8.

La figure ci-dessous compare les deux situations. A gauche, la valeur propre dominante 2 impose une

croissance géométrique. A droite, le bloc triangulaire associé a la valeur propre double 1 produit un terme
linéaire en 1.
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10° | —@— up=1+(-1)+2" 50 & wa=1+2n-(-1p <
T —=- 142n ’

102'E

101'E

100_

Point de méthode : une valeur propre double non diagonalisable produit un facteur . dans le terme
général, comme dans les équations différentielles linéaires.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé
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A maitriser avant : Eléments propres et polyndme caractéristique

Chapitre précédent : Eléments propres et polyndme caractéristique
¢ Chapitre suivant : Polynémes d'endomorphismes et Cayley-Hamilton
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