Corrigés des exercices de maths en L2

Diagonalisation

Corrigé de l'exercice 1 : Eléments propres d'une matrice
d'ordre 2

1. Pour une matrice d'ordre 2, xﬁ{X} = X2 —tr(A)X +det A.1ci, tr(A) =7 et
det A = 12 —2 = 10.Donc XA{X:I = X2 _7X 410, Le discriminant vaut

49 — 40 = 9, d'ou les racines z :é: 2 on obtient Xy = (X —2)(X —5) et
Sp(4) = {2,5}.

2. Pour X = &, onrésout {A—EIQ}X = 0,50t —z 4y =0et 2z —2y = 0. Ainsi
Y = Pour X = 2,onrésout (A —279)X = 0,soit 2z + v = 0 (les deux lignes
sont identiques). Ainsi ¥ = —2& .Donc Eg(A) = Vect((1,1)) et
Bqy(A) = Vect((1,-2)) .

3. Lamatrice A4 estd'ordre 2 et possede deux valeurs propres distinctes. D'apres le corollaire du
critere de diagonalisabilité, elle est donc diagonalisable. On range les vecteurs propres en colonnes,

dans I'ordre des valeurs propres choisies. On peut prendre F = ([‘aaa}f?] } g 1_2 ) et

D = ([\vay?1 5891 Javec 4 = PDPL.

La figure ci-dessous montre les deux droites propres. De plus, I'image du cercle unité par 4 est une
ellipse ; les vecteurs w et ¥, unitaires et dirigés selon les droites propres, sont simplement multipliés
par 5 et par 2.
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cercle unité
image du cercle par A
Es : droite y=x

A

4

—— E; : droite y = —-2x
2

Point de méthode : vérifiez toujours un vecteur propre en calculant A X .1ci, A(11) = (5,5) et
A(1-2) = (2,-4) .

Corrigé de I'exercice 2 : Reconnaitre des vecteurs propres

1. On calcule chaque produit. D'abord, Muy = (3,3,0) = 3uy, donc Y1 est propre pour 3.
Ensuite, Mwvy = (1-2,2-1,0) = (-1,1,0) = —v,, donc V3 est propre pour —1.De
plus, Muvy = (0,0,3) = 3vg, donc V3 est propre pour 3. En revanche, Muv, = (1,2,0)
n'est pas colinéaire & V4 : ce n'est pas un vecteur propre. Enfin, Muy = (3,3,3) = 3ug .
Les vecteurs V1: Y3: V5 sont propres pour 3, U7 est propre pour —1,et Y4 n'est
pas propre.

2. La famille l:’tn'l, U, ’UB} est libre. En effet, 3 n'a pas de composante dans leplan z = (0, ou
U1 et Vg sont non colinéaires. On dispose donc d'une base de [2 formée de vecteurs propres.



Par définition, M est diagonalisable, et Af — P pP—1 avec F = l:’U1|’U2 | ?‘"3:' et
D = diag(3, —1,3) . Le spectre est I'ensemble des coefficients de I . Ainsi
SF'I:M:' - {_11 3} .

3. Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. Donc
Xy =xXp=K —3)%(X +1).0nentire tr(AM) =343 —1= 5, ce qui est bien
14143 .Deméme, det M = 3-3:{-1) = —9.Parun calcul direct,
det M = 3x (1 -4) = —9.0nretrouve y, = (X-3)2(X41), tr(M) =5 et
det M = -9.

Point de méthode : le vecteur Vg = v <+ U3 est propre car Y1 et 3 sont dans le méme sous-
espace propre F3(M ), qui est un plan.

Corrigé de I'exercice 3 : Sous-espaces stables

1. Soit z € ker v .Alors w(u(z)) = ulv(r)) = u(0) = 0,donc ufr) € ker v . Soit ensuite
y € Imwv,delaforme vy = v(z) . Alors u(y) = uv(z)) = v(u(z]), qui appartient
Im v . Les sous-espaces lker v et Im v sont stables par .

2. Soit P € Rp[X].Si P estconstant, P’ = 0 € Rg[X]. Sinon,
deg P/ = deg P —1 < k —1.Dansles deuxcas, D(P) € Rg[X].cChaque Ry[X]
est stable par [} . On aurait aussi pu remarquer que [R;:[X] — ker D¥T1 et que I
commute avec p&+1.

3. Unedroite Vect(z),avec = ?é 0, est stable si et seulement si & est vecteur propre. Or
xp(X) = X2_-0-X 41 = X241 napasderacine réelle. Donc R n'a pas de
valeur propre réelle. Aucune droite de [2 n'est stable par R . Géométriquement, R estla
rotation d'angle % : elle change la direction de tout vecteur non nul.

4. Les colonnes de la matrice donnent f{elj = €q et fl:Eg:l = eyt 262 . Ces deux vecteurs

appartiennent 3 F' = Vect{ey, e5) . Parlinéarit¢, f(F') C F'.Leplan F est stable, et
la matrice de I'endomorphisme induit dans I:El, Eg} est ([Era@r?] é %512 . ) .On
reconnait le bloc supérieur gauche de la matrice de f
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Corrigé de I'exercice 4 : Spectre d'une matrice triangulaire et

multiplicités

1. La matrice X f3 — T esttriangulaire supérieure. Son déterminant est donc le produit de ses
coefficients diagonaux. Ainsi x5 = (X — 2)2(X —3) et Sp(T) = {2,3}.

2. La valeur propre 3 est simple, donc m(3) = 1 et dim F3{T) = 1.Pour2,0na
01 -1
m(2) = 2. Ensuite, T — 273 = ( 8 %j |:]1 ) . Les deux premiéres lignes ne sont pas
0

proportionnelles, donc ce rang vaut 2. Par le théoréme durang, dim Eq(T) =3 -2 =1.
Plus précisément, le systtmedonne ¥ —z = 0 et v+ 2 = 0,s0it ¥ = 2z = 0. De
méme, T —3I3 conduitd z = 0 et £ = ¥.Onobtient Eq(T) = Vect((1,0,0))
avec m(2) = 2, et E3(T) = Vect((1,1,0)) avec m(3) = 1.

3. 0na dim E(T) = 1<2 = m(2). D'aprés le critére de diagonalisabilité, T’ n'est pas
diagonalisable. Autrement dit, dim Eq +dim By = 2<3.

Corrigé de I'exercice 5 : Polynome caractéristique et invariants

1. On calcule directement :

X (X)) =% 7 X__bd,}‘:(X—a)(X—d)—bc:XQ—(a+d)X+(ad—bc).

—C

Comme o +d = tr{A) et ad —bc = det A, on a bien
X4 (X)) = X2 —tr(A)X 4 det A,

2. Une matrice et sa transposée ont le méme déterminant. Or {Xjﬂ — A}T = XTI, - AT
Donc X47 = X4,et A et AT ontle méme spectre. En revanche, les sous-espaces

10 %{11 ,}) , on trouve

B1(N) = Vect((1,0)), alorsque  B1(INT) = Vect((0,1)) . Les sous-espaces propres
ne sont donc pas les mémes en général, mais ils ont la méme dimension, car

rg(A - AT,) =rg(dT - A 1,).

propres different en général. Par exemple, pour N = ([\ra;r?]

3.0na 0 € Sp(A) sietseulementsi X 4(0) = 0.or X 4(0) = det(-4) = (-1)" det A
.Donc A estinversible si et seulementsi det A ?é 0, c'est-a-dire si et seulement si



0¢ Sp(4).

4. Le polyndme X 4 est réel, unitaire, de degré 3, et admet les racines 1 et 2. Il s'écrit donc
(X —D(X —2)(X —c) avec ¢ réel. Le coefficient de X2 vaut —tr(A),d'ou
14+2+4¢c =6,s0it ¢ = 3.Ensuite, det A estle produit des racines, soit
1x 2x 3 = 6.Enfin, A possede trois valeurs propres distinctes en dimension 3. La

troisieme valeur propre est 3, det 4 = 6, et A estdiagonalisable.

Corrigé de I'exercice 6 : Puissances d'une matrice d'ordre 2

1l.Ona F = ([Eaa;r?]% g 1_2 ) , de déterminant —2 — 1 = —3. Par la formule de l'inverse

d'une matrice d'ordre 2 :
-1 _ 1/-2 —1\_1 2&1
P=4( o) =dnewnigly)
On vérifie que PP—1 = Iq.

2. Comme A — pppP—l,ona A™ = pp"p—1lavec D" = dia,,g{fin, En} . D'abord,
D" p-1 = %(22}15 _E’;n) . Ensuite, on multiplie a gauche par P :
7L T TL TE
a1 25" 42" 5" 2
— . T
3\ 2.5 —n41} 5" 427+l

Cette formule vaut pour tout = < [M.

1 3&0
3. Pour n = 0, on trouve E(Hra}r?]

0&3’
%([”‘maa}r?] %2&&93) = A.Pour n = 3,avec 53 — 195 et 23 — g, onobtient

%( 2%4 117 141). Ainsi A3 = 22 i ii? }) . Un calcul direct confirme ce résultat :

2_(18 7 s A2 4 — (86&39
at= ({7 ;) puis 4 A—(78&4,4T}-

}) = I3 .Pour m = 1, ontrouve

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 7 : Diagonalisation d'une matrice d'ordre 3

X -1 -1
1. On écrit Xﬂ{}f}:‘ % X—12 o .Onremplace €7 par C1+Cq+Cq:

chaque coefficient de la premiere colonne devient X — 2. On factorise :
1 —1 -1 ‘

X)=(X-=-2)1 X <=2
X 4(X) = ( )\1 ELINN

1 -1 =1
=(X-2)0 X—-1 _0 |,
0 00 X-1

apres Lg ¢ Ly —Ljet L3 ¢ L3 —Lj.Donc x, = {X—I)E{X—Z}.Contréle:
tr(d) =4 =141+2.

2. Lamatrice A — I3 ases trois lignes égalesa ({—1,1, 1} . Elle est de rang 1, donc
dim E1(A) = 2. Lesous-espace E1{A) estle plan d'équation & = ¥ -+ z. Ensuite,

A—-2I3= (—!1 1 . La deuxieme ligne donne 2z = I etlatroisieme ¥ = T ;la
-1 10
premiére est alors vérifiée. On obtient E1(A) = Vect((1,1,0), (1,0,1)), de dimension 2, et
Eq(A) = Vect((1,1,1)) , de dimension 1.

3. Ona dim F1{A) + dim Fq(4) = 3. D'aprés le critére, A est diagonalisable. On prend

1 11 ) 1 0 -1
P = %][% % et D = diag(1,1,2).Un calculdonne P—1 = 11 . [% , qui

servira a l'exercice 19.

4. Posons &} = A — I3.Chaque colonnede & estde laforme l:q, a, q:l ,avec g € {—1, 1} .
Le produit d'une ligne {—1,1, 1} par une telle colonne vaut g(—1+141) = g. Donc
QE = .Comme f3 et & commutent, laformule du bindme de Newton s'applique :

n

An=(13+Q)n=I3+§:1("'§€)Qk=13+(2(1))Q=13+(2”—1)Q.

k=1

Donc A" = F3+ (2" —1)(A — I3) pourtout n € N.Ce résultat est cohérent avec la
diagonalisation : & est le projecteur sur Eip(A) parallelementa Eq(A).

La figure ci-dessous représente les deux sous-espaces propres trouvés : le plan El(A:l et la droite
Eq(A), quilui est supplémentaire.



—— oy =\ect(1,1,1)
Ei:planx=y+z

Corrigé de I'exercice 8 : Une matrice non diagonalisable

1. La deuxiéme colonnede X I3 — B est (0, X — 2,0) . On développe selon cette colonne :

Xg(X) = (X -2) ;:é% )1{ = (X —2)(X2-3X +2).

or X2-3X 42 = (X -1)(X -2).Donc x5 = (X - (X —2)%.

1 0 -1
2. Pour A =2,0na B—EIg:(g d _12).Leséquations r—z=0et
——

9r —z = (0 donnent © = 2 = (0 ,et ¥ estlibre.Pour %X = 1,0na
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=1 ] Ainsi z = 22,puis 2z +y —2x =0 ,soit v = 0.0n
obtient Eq(B) = Vect((0,1,0)) et Eq(B) = Vect((1,0,2)).
3. Le polynéme X g estscindésur R.Cependant, dim Eq(B) =1<2 = m(2).Donc B

n'est pas diagonalisable dans ME{R] .Sur C, les valeurs propres et lerangde B — 214
sont les mémes. Par conséquent, E n'est pas non plus diagonalisable dans Mg{ﬂ:} .

Point de méthode : changer de corps ne sert que si  n'est pas scindé. Un défaut de dimension d'un
sous-espace propre persiste sur .

Corrigé de I'exercice 9 : Diagonalisabilité selon un parametre

1. La matrice A, est triangulaire supérieure. Donc Xa, = (X — I)E{X —2),
Sp(Ag) = {1,2},avec m(l) = 2 et m(2) = 1, quel que soit a.

0 a 1
2.0na A,—-I3= ( 8 % % ) .Sioa ?é 0, les deux premiéres lignes sont indépendantes, donc

lerang vaut 2. Si @ = 0O, les trois lignes valent I:El, 0, 1}, donc le rang vaut 1. Ainsi
rg(Ag—I3) =2 si af0,et 1si a=0.

3. La valeur propre simple 2 ne pose aucun probleme. Pour 1, le théoréme du rang donne
dim E1(A4,) = 3 —rg(A, —I3).Si a0, cette dimension vaut 1 < m(1).si
a = 0,ellevaut 2 = m(l). Donc A, est diagonalisable si et seulementsi o = 0.

4, Pour @ = 0, FEq estdéfinipar z = 0,donc E1 = Vect{rzl, EE) . Ensuite,
-1 01 1 01
Ag—ﬁIg:(g b %) donne £ = z et ¥ = £.0n prend P:(D 1 %)et

0 0
D = diag(1,1,2), avec Ay = PDP—L. Vérification: Ag(1,L1) = (2,2,2).

Corrigé de I'exercice 10 : Diagonalisation sur R et sur C




1.Ona tr(B)=0et detB = -1 +2 =1.Donc Xg = X2 41 . cepolynéme n'a pas
de racine réelle. Par conséquent, 2 n'a pas de valeur propre réelle et n'est pas
diagonalisable dans M5 (R) .

2.5ur ©, Xp = {X - a}(X + i} a deux racines distinctes. Donc &2 est diagonalisable dans
My (C) . Pour X = 1, lasecondelignede B —ifg donne = —(1+412)y = 0.0n
prend ¥ =1 et & = 14z .0n vérifie la premiére ligne :
(1-2)(14+2)—2=2-2=0.Pour X = —z, B étantréelle, on prend le vecteur
conjugué. Une base de vecteurs propres est ({l—l—@', 1), (1—1, 1}) , associés respectivement
a z eta —z.

3. Le calcul d B2 (1_2 _2+) T . On peut aussi le voir sur |
. Le calcul donne = ; = —TIq.0n peut aussi le voir sur la
11 &-241 2-50P
diagonalisation, puisque 42 —= —3'}3 — —1 .Parrécurrence, B4k — {—1}}“" Iq et

B2k+1 — (_%}9 B . La suite des puissances est périodique de période 4 :
12131 _121 - 1121' .

Corrigé de I'exercice 11 : Matrices de rang 1

1. La 7-iémecolonnede A — v T vaut Y, U Toutes les colonnes sont donc colinéaires a
U7, et 'une d'elles est non nulle puisque ¥ 3= 0.Donc rg(A) = 1.De plus, le coefficient
— y. o =V7T
tr(d) = E u.v, = ViU,

i

diagonal (#,2) vaut ;.. Ainsi

2. Parassociativité, A2 = U(VIU)VT . or yvTy estunscalaire, égala tr(A). Donc
A2 = tr(A) A .

3. Par le théoréme durang, dim ker A = n —1,donc dim Eg(d) = n —1> 1 :0est
valeur propre. Ensuite, A = U{VTU} = tr{A)U ,avec U ?é 0.si tr(Ad) ?é 0,
alors tr{A) est une valeur propre non nulle, et I/ est un vecteur propre associé.

4. Supposons tr{Ad) ?é 0.Alors dim Bg(Ad) + dim Byra)(4) = (h-1) +1 = n , donc
A est diagonalisable. Supposons maintenant tr{Ad) = 0 .Alors A2 = .S
AX = ) X avec X% O,alors 0 = A2X% — X< X ,donc X = 0. Le spectre est
{0}, et dim Eg(4) = n —1<n.Donc A estdiagonalisable si et seulement si

tr(d) 0.

5.0na J, = UUT avec U = (1,...,1)7 et tr(Jy) = n s 0. Le sous-espace
Bo(J,) estihyperplan *; +...+ 2, = 0 debase (€] —ep) < k < n.Lesous-
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espace E,(J,,) estla droite engendrée par [7 . Ainsi J, = PDP~! avec
D = diag(n,0,...,0) et P = (U|e;—eqy|...|e; —en).Enfin,

([l"-,lal"_'g.?'?] % g :%1 ) = ( % )( 1 —1) estderang 1 et de trace nulle. Elle n‘est donc pas

diagonalisable.

Corrigé de I'exercice 12 : Eléments propres d'endomorphismes

de polynémes

1. La linéarité découle de celle de la dérivation. De plus, si deg P < n ,alors deg Pl<n—1
,donc deg((X+1)P’) < n.Ainsi u estun endomorphisme de R,[X].

2. Pour k> 1, u(X*) = (X 4+ DkX*1 = kX* + kX5 1 et u(l) = 0.Lamatrice
est donc triangulaire supérieure, avec les coefficients 0, 1,... 7 surladiagonaleet 1,2,...7n
juste au-dessus. Le spectre de u est {0,1...1. n}.ll comporte m -+ 1 valeurs propres
distinctes en dimension 71 4+ 1. Donc % est diagonalisable.

3. Pour £ >1,0na u({}f+1}k) = (X +1) -k(_X+1:]k'_1 = Eg(X-H}k", et c'est aussi vrai
pour % = (0. Chaque (X—|-1:|k est donc un vecteur propre pour la valeur propre k. Ces
polynémes sont échelonnés en degré, donc forment une famille libre de 7 + 1 vecteurs. La
famille (1, X1, {X—|-1}2! . {X-|-1:|ﬂ) est une base de vecteurs propres de .

4. La matrice de {7} dans la base canonique est triangulaire supérieure stricte. Donc
Xp = Antl ot Sp(D) = {0}.si D était diagonalisable, sa matrice dans une base
propre serait nulle, donc [ = 0.0r D(X) = 1% 0 (ona 7 = 1) Ladérivation I
n'est donc pas diagonalisable.

Corrigé de l'exercice 13 : La transposition dans les matrices

carrées

1. Pourtous MM IV ettout o réel, (o M + N}T —aMT + NT Donc T estlinéaire.
De plus, {MT}T — M .Ainsi 7107 = id.



2.5 T(M)=XM avec M#£0,alors M = 7(r(M)) = A2 M ,donc )2 =1.
Ensuite, 7(M ) = M signifieque M est symétrique, et T(M ) = —M qu'elle est
antisymétrique. Ces deux ensembles sont non nuls car 7 > 2.Donc Sp(T) = {-1,1},

BEi(r) = Sp(R) et E_1(1) = Ay(R).

T T
3. Toute matrice s'écrit Af — M +2M + M _EM , somme d'une symétrique et d'une

antisymétrique. Donc M, (R) = E1(7) + E_1(7), et cette somme est directe. D'aprés le

critere, T est diagonalisable. Une matrice symétrique est déterminée par ses coefficients sur et

au-dessus de la diagonale. Ainsi  dim El{ﬂ — ”':”;1:' et dim E_I(T} _ ﬂ(ﬂg—l) . 0n

vérifie que leur somme vaut g4,

nn+1)

4. Dans une base propre, la matrice de T est diagonale, avec coefficients égaux a 1 et

n(n—1) nin+l)  nl—1)
2 a2 T
déterminant est le produit des coefficients diagonaux. Donc  tr(7) = n et

det(r) = (-1 —D/2,

égaux a —1.D'une part, tr{*r} — n, - D'autre part, le

Corrigé de I'exercice 14 : Projecteurs et symétries

1.Si p(r) = Az avec ©F 0, alors p(p(z) = A2z etaussi p(z) = Az . Donc
22 = ), soit A€ {0,1} Ensuite, tout  s'écrit = = p(z) + [z — p(c)) . Or
p{p(r)) = p(r), donc p(z) € ker(p —idg) . De méme,
plz — p(r)) = p(r) — p(r) = 0, donc = — p(z) € ker p. Ainsi
E = ker r+ ker{p — idE:l. La somme est directe, car ce sont deux sous-espaces propres
pour des valeurs distinctes (ou I'un d’eux est nul). Donc F = Eg(p) & F1(p), et I est
diagonalisable.

2. De méme, Sl::l:‘:l = Aravec T ?é 0 entraine 32 — 1.0n écrit

== +25{$] + z _2‘5@ . Or s(::: + 5{;1:}) = s(z) +x et s(::: — 5{1:}) = —(z — s(z)) .

Le premier terme est dans  E1(s} , le second dans E_1(s) . Donc E = FEi(s) @ E_1(s),
et 3= est diagonalisable.

2
3. On calcule ([‘mfa}r?] 3 g 121}) = ( %5] E}%) = 5([‘-.;3,3;?] 3 :g; 121}) En divisant par 25, on

obtient P2 — p.Ensuite, P(2,1) = é{m! 5) = (2 et P(1,-2) = é{[]! 0) = 0. Donc
B1(P) = Vect((2,)) et Eo(P) = Vect((1,-2)) : P estla projection sur D
parallélementa /.
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4.0na 5§ = %([Haa,jr?] i ‘Eizl_g) .Comme p2 — p,ilvient

§2 = 4P2 4P 4 Ty = J5.Deplus, § vaut 2—1=1sur E(P) et

0-1= -1 sur Bg(P).ponc E1{(S) = Vect((2,])) et E_{(S) = Vect((1,-2)) :
S est la symétrie par rapport a [ parallélementa 3’ . Enfin,

Pr = é{-& +6,2 + 3) = (2] 1:1 et Sr = 2Pr —r = {3, —1:1. On obtient

Pr = (21) et Sz = (3,—1), conformément a la figure de I'énoncé :

r = (2,1) + (—1,2) sedécomposesur D @ D' .

Corrigé de I'exercice 15 : Une famille d'exponentielles

1. La fonction f,l est non nulle et vérifie fi = A f, .Donc ) estvaleur proprede DD.
Réciproquement, soit f telleque f’ = )\ f.Onpose g(r) = f(r)e=> = . Alors
g'(x) = (f’;(a:) — A f(z))e=* % = 0.Comme R estunintervalle, g est constante, égale
4 c.Donc [ =cf,,et Ey(D) = VECtl:f}‘:l pour tout réel ) .

2. Les fonctions f}‘l, SR f}\p sont des vecteurs propres de f7 associés a des valeurs propres
deux a deux distinctes. Or les sous-espaces propres associés sont en somme directe, et ce théoreme
vaut aussi en dimension infinie (sa preuve n'utilise pas la dimension). La famille

'if:«l: T f:«p:l est donc libre.

3. Ona Cg{:t?:l = —kgcos(ﬂca:} , donc Dg{ck} = k2 ¢y Chaque € estnon nulle (
Ek(ﬂ} = 1). C'est donc un vecteur propre de 32 pour la valeur propre k2. Ces valeurs
propres 0, -1, —4,.. ., —n2 sont deux & deux distinctes. Par le méme théoréme appliqué a
2, la famille {CD, .4 Cp) estlibre.

Corrigé de I'exercice 16 : Suite récurrente linéaire d'ordre 2

1. La premiére coordonnée de X1 est Yp41,laseconde est Uy, 1o = AUy + Uyl
_ 0&1 )
Donc C = ([\ga,;r?] DXLy,
2.0na Xe = X2 - X -2 = (X —2)(X +1). Pour une valeur propre }, le vecteur
(LX) vérifie C(1,A) = (X, 2+ 2) = (4 }12} = A(1, X}, puisque 32 = X + 2.Donc



¢ = Ppp-lavec P =([\eay?]3 %! ) et D = diag(2-).

3. On décompose X = (0,3) surlabase propre: a{1,2) + &(1,—1) = (0,3} donne
a+b=0e 2a—-b=3,dol a=1¢et h= —1.Donc
X,=C"Xg=2"(12 - {—1)“{1,—1} . En lisant la premiére coordonnée, on obtient
Uy = 2" — {—1:11rl  Vérification: Uy =0, uy =3, ug = 3 = uy + 2uy,

Uq = 9= “2""2”1-

(—"

4, Comme "

s 0.0na u, = 2"(1 - {—%jn).Donc Up ~ 2" quand n — +oo .

La valeur propre de plus grand module impose la croissance.

La figure ci-dessous montre les premiers termes : ils suivent de trés prés la courbe de 5™,a 41 pres.

—oN _ (_1\n 255
250 @ Un= 2" = (-1) | o
----- 2" (terme dominant) §
200 -
150 - 129
) 4
100 T ’,z,
63,
¥
50 - 33
3 3 ? 1.5?.
o 3 3 4 -
0 &~ ®------ o ®
0 1 2 3 4 5 6 7 3
n

Corrigé de I'exercice 17 : Systeme de suites récurrentes
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1. En A restent 80 % des habitants de A, et arrivent 30 % de ceux de B. De méme pour B. Ainsi

4 4/, 3/10)

_ 4 3 _1 e _
Tpt1 = 5%n TigVn Yng1 = 5%n T ig¥, r et M= (1/5 7/10
2.0na tr(M) =7 et det M = %_%
1
X = X7 —Ex+§ — (X - (X -
2z = 3y . Pour %,I'équation %:r; + %y = 0 donne ¥ = —I  Donc
Sp(M) = {1! %} ,avec V1 = (3,2) propre pourlet V3 = (1, —1) propre pour
1

5

Donc

1
2 1 3
) . Pour 1, I'équation —£& +j5y = 0 donne

[

3. Onrésout a¥V1+b6Vy=(L,0): 3a+b=1cet %a—b=0,dou GL:%Et
i)
b — =2 . Donc .X.n_ — EV]. _|_ ( ) VQ . On obtient Ly = %—|— %(%) et

T
2 21 : 3 N
Y, =~ EG) , qui tendent vers E et E Vérification:

—
Il
[ [ ]
_|_
o
Il

4. Avec P = ( [\aay7?] de déterminant —5 ,ona Pl = %([Raa;r?]l & 1_3) _
Ensuite, M"™ = P dlag(l 2 )P_l , ce qui donne :

n_ 1 34+2.27" 3-3.27"Y\] 1 3 &3

3&11)

T

Les deux colonnes de la limite valent {g: %} : quelle que soit la répartition initiale, la

population se stabilise a 60 % en A et 40 % en B.

La figure ci-dessous illustre la convergence géométrique de raison % vers cette répartition d'équilibre.



3/5

S L — - -

—8— X, : part de la ville A
_+ yn : part de la ville B 45

0 2 4 6 8 10
n (années)

Corrigé de I'exercice 18 : Systeme différentiel d'ordre 2

1. Le systeme s'écrit X/ — 4 X avec A = ([Rra;r?]é‘ii% ,}) .Ona
Xy =X%-2X-3=(X-3)(X +1) ensuite, A(L,]) = (3,3) et
A(1,-1) = (-1,1).ponc 4 — pDpP—1 avec P = ([Haa;r?]% g 1_1) et
D = diag(3, -1).

2. D'apres le théoreme du cours sur les systemes différentiels diagonalisables, les solutions sont
o(t) = cye3t fopet et y(t) = cyedt —cpet, avec (cq,cq) € R2.

3.En t =0 ,onobtient ¢; +¢5 =2 et ¢y — ¢y = 0,50t ¢ = ¢3 = 1. Donc
o(t) = et + et et y(t) = e3t —e—t , Vérification: z/(t) = 3e3t —e—t et

4, Sur [0, +oo[, e—t estbornéealorsque 3t tendvers —oco . La solution est bornée si et
seulementsi ¢ = 0. 0r ¢ = w . La solution est bornée sur [0, +oo[ siet

seulement si ={0) + y(0) = O, c'est-a-dire si la condition initiale est sur la droite propre
E_1.
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Le portrait de phase ci-dessous représente la solution de la question 3. Partie du point (E, D} , elle
s'approche d'abord de £ _1 quand t décroit, puis s'aligne sur la direction de  £'3 quand ¢ croit.

— [F3:droitey=x
— F_, :droite y=—x
= solution avec x(0) =2, y(0)=0



Corrigé de I'exercice 19 : Systeme différentiel d'ordre 3

1. Leslignesde A sont (0,1,1), (=1,2,1) et (—1,1,2).Leproduit AX redonne
exactement les seconds membres. Le systéme s'écritdonc X/ — A4 X .

2. D'aprés I'exercice 7, A est diagonalisable avec By = Vect((1,1,0), (1,0,1)) et
Fq = Vect((1,1,1)). Les solutions sont les fonctions
X(t) = aet(1,1,0) + bet(1,0,1) + ce?t(11]1), avec a,b, ¢ réels.

3. Ondécompose X (0) = (1,0,0) : ses coordonnées dans la base propre sont données par la
premiére colonne de  p—1,soit (&, b,¢c) = (1,1, =1} . On le vérifie :
(L,LO) + (1,0,1) — (1,1,1) = (1,0,0) . Donc x(t) = 2et — et et
y(t) = z(t) = et — 2t Vérification dans la premiére équation : z/(t) = 2et — 2e2t, et
y +z = 2et —2edt,

Corrigé de I'exercice 20 : Chemins dans un graphe

1. On développe selon la premiere ligne :

X -1 0
XA(X)=‘—1 , —1‘=X(X2—1)+(—X):X3—2X‘
0 —1 &X

Donc X 4 = X(X —V2)(X +V2). ensuite, A(L,0,-1) = (0,0,0),
A(1V2]1) = (V2,2,V2) et A(1,—V2]1) = (—V2, 2, —V2) . Les valeurs propres sont
0,2, —v2, de vecteurs propres (1,0,-1), (1v2,1), (1,—2]1).

2. La matrice possede trois valeurs propres distinctes en dimension 3. Elle est donc diagonalisable :
A = ppp—1avec D =diag(0,v2, —v2).0or D3 = diag(0, 22, —-2V2) = 2D .
Par conséquent, 4° — pp3p—1 —9ppp—1 —=24.

3. Parrécurrence sur k,onobtient A42k+1 — 9k 4 :cestvraipour k = 0,et

A2k+3 — A2k+142 — 9k A3 — 9k+14 . Ensuite, pour k& > 1,
A2k — A2k—14 — 9k—1 42 Donc A2k+1 — 5k 4 et A2k — 9k—142, avec

1 0 1
AE:(DZ 0).
101
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4, 0na A10 — 9% 42 Le coefficient (1,3) de A2 vautletle coefficient (2,2} vaut2. De
plus, A7 = 934, dont le coefficient (1,2) vaut 8.1l y a 16 chemins de longueur 10 de 1 a
3, 32 chemins de longueur 10 de 2 a 2, et 8 chemins de longueur 7 de 1 a 2. Controéle direct
pour le dernier cas : partant de 1, on passe par 2 aux étapes 1, 3, 5 et 7 ; aux étapes 2, 4 et 6, on
choisit liborement 1 ou 3, soit 23 — & chemins.

Corrigé de I'exercice 21 : Démonstration du critéere de
diagonalisabilité

1. Pour ® = 1,iln'y arien a démontrer. Supposons la propriété vraie pour P — 1 valeurs propres
distinctes. Soient L. € E (1) tels que £y +...+zp = 0 Enappliquant
n—1
1 — Apid g, on obtient Z{}lé — }lpjxﬁ- = 0. Chaque terme appartientd B (u) . Par

g =
hypothése de récurrence, {}lﬁf - }up}ﬂi‘ﬁ- = 0, donc .= 0 puisque A; ?é Ap . Il reste
Lo = 0. La somme des sous-espaces propres est donc directe.

2. Soit {E‘l,- - E‘d:l une base de Ekl{u} , complétée en une base B de F .La matrice de
% dans B s'écrit ( }‘1[]1’& g . Le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est le

produit des déterminants des blocs diagonaux. Donc Xy = {X - }Ll}d;{c . Par conséquent,
(X — }lljd divise X, ,dou d < m(A]) ;et d > 1 car A estvaleur propre.

3. Si u est diagonalisable, une base propre se répartit entre les Egt-{u} , donc
E = Z E ; (u) . Comme la somme est directe, n = Z dim B (w) . Réciproquement,
si Z dim E 3 (u) = n, la somme directe @ E 5, (u) estdedimension 7, donc égale &
B! . En concaténant des bases des E,}\T-{u:l , on obtient une base de vecteurs propres. Donc i
est diagonalisable si et seulement si Z dim B (u) = n.

4. D'apres la question 2, Z dim E}*t":u:' < Z m(}‘f:‘ =n . La seconde inégalité est une
1 1

égalité si et seulement si X, est scindé. La premiére est une égalité si et seulement si
dim B (u) = m(X;) pourtout 4, puisque chaque terme vérifie déja
dim B {u} < m{}lﬁ') . Avec la question 3, u est diagonalisable si et seulement si
Xy estscindé et dim F ) (u) = m(X;) pourtout ;.



Corrigé de I'exercice 22 : Endomorphismes qui commutent

1. Soit = € F.(u). Alors ulu(z)) = vlulr)) = v(A; £) = A; v(z) . Donc
’Ul:ﬂ:‘:l = Egt-{u} : chaque sous-espace propre de u est stable par v.

2. Comme % a 71 valeurs propres distinctes, chaque EAT-{U) est la droite VECt(Eﬁ-:I.Cette
droite est stable par ¥, donc ’U{Eﬁ-} = H, €, pourun scalaire M. . Ainsi la matrice de v dans

{El, Cay Eﬂ} est diagonale. Réciproquement, si u et % sont diagonales dans la méme base,
leurs matrices commutent, donc % © ¥ = v © . Les éléments de C() sont exactement
les endomorphismes diagonaux dans la base I:E‘l, e En:l .

3. Les A; étant distincts, l'interpolation de Lagrange fournit un unique polynéme &!' de degré au
plus n —1 telque Q(A;) = J,; pour tout ¢ . Pour chaque ¢, on a uk{eé) = }lf e,
donc Ql:’i'-&:l {Eﬁ-} = Q{%:‘Eﬁ- = K €, = ’U{E‘E-:l . Deux applications linéaires égales sur une
base sont égales. Donc v = Qfu) .

4. L'application @ :K,_1[X] — L{E), Q@ — Qfu), estlinéaire. Son image est contenue
dans C{u), car tout polynéme en 1t commute avec %, et elle contient C(w) d'aprés la
question 3. Ainsi  C{u) = Im< est un sous-espace vectoriel. De plus, si Qu) = 0, alors

Q(X;) = 0 pourles 7 valeurs A; distinctes. Un polyndme de degré au plus = — 1 ayant
7. racines est nul, donc & est injective. Par conséquent, dim C{u) = n, et
{idE, Uy ooy u”_l} , image de la base canonique, en est une base.

Corrigé de I'exercice 23 : Racines carrées d'une matrice

1.Ona X, = X2 10X +9 = (X — 1)(X —9) . Ensuite, A(LL) = (8,9) et
A(lj_].:l = {1!—1:] .Donc 4 — PDP—]. avec F = ([Haa],r?]% g ]._1 ) ,

. — 1
D = diag(9,1) et P 1 = E([Haa@r?]% g 1_1 )

2.Si B2 — A,alors AR = BiB = B3 = BB?2 - B4 .Donc 4 et B
commutent.

3. Soit X € Hg(d).Alors A(BX) = B{(AX) = 9BX ,donc BX € Eg(A).De méme
pour E1(A). Ces deux sous-espaces sont des droites, donc (1,1} et (1,—1) sont des vecteurs
propres de B . Par conséquent, P 1BP = dia,g{ﬁl, ,82} est diagonale.
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4. En élevant au carré, diag(B2, ,3%} = P714AP = diag(9,1). ponc B; = £3 et
,32 = 1, Réciproquement, ces quatre choix donnent bien B2 — 4 . Le calcul général donne

+ 11 R
Pdlag(ﬁljﬁg)P — 2 ﬁll_ﬁgg ﬁi_l_ﬁ;

Les solutions sont exactement ZI:([I"-,IIE,].T?]

Vérification : ([“Jaﬁf é‘i‘;% J}) ( [\ray?] i %&i‘; ]}) .

Point de méthode : le fait que les valeurs propres de .4 soient simples est essentiel. Par exemple,
I3 admet une infinité de racines carrées, dont toutes les symétries.

Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : matrices compagnons et
récurrences d'ordre 3

Partie A.

-1

_Cll _X- - CE

X =1 0
0 selon la premiere colonne :
]

1. On développe ;{G{X} =

—14&0

_ 2 _ _ _
X & 11‘ X 82X cl) o

o) = X| X, x|~ coltwrr

Donc ¥ (X) = X3 —cyX? —c X ¢,

2. Soit v = (z,v, %) telque Cwv = X w .Lesdeux premiéres lignes donnent y = A z et
z=Mxy=AMg.Donc v==z(l,A 2% et dimE,(C) <1.Comme X estvaleur
propre, cette dimension vaut 1. On vérifie la troisieme ligne : ¢ + cl}L + CE}\E = X3, puisque
X)) = 0.ponc E,(C) = Vect((1, X, 22)).

3. Si X¢ atrois racines réelles distinctes, (' est diagonalisable d'aprés le corollaire du cours.
Réciproquement, si ' est diagonalisable sur [, la somme des dimensions des sous-espaces
propres vaut 3. Or chacune vaut 1 d'apres la question 2. Il y a donc trois valeurs propres réelles
distinctes. Ainsi ' est diagonalisable dans M3(R) si et seulementsi X a trois



racines réelles distinctes.

Partie B.

1. Larelation U,43 = —2Up + U, 1 + 2%, o donne la troisiéme ligne de ' . Donc
Xﬂ"‘l:{?xﬂ avec CU:_E' C]_:]-et CEZE'

2.0na Xo=X3-2X?2-X4+2=X}X-2)-(X-2)=(X-(X -D(X +1.
Les trois racines sont réelles et distinctes. D'aprés la partie A, ¢ — P P—1 avec

11 1
D:dial—lﬁetP:(ll 2).
gl ~1,2) 11 4

3. On décompose X = (3,2,6) surlescolonnesde P : a+b+c =3,

a—b+2c =2, a+b+4c = 6. Ladifférence des équations 3 et 1 donne 3¢ = 3,
donc ¢ = 1.llreste a+4+b=2¢et g —b=0,donc g = b = 1.Ainsi
Xp=Vi+ {—1)ﬂV2 + 2™V g, et la premiére coordonnée donne le résultat. Donc

tp = 14 (—1)" + 2" pourtout n € IN. Vérification :

Ug = 2xX64+2-2xX3I =8 e 1-1+8=28.

4.1 cg=1, ¢, =-3, cg=3 ponc x-=XK3-3X243X-1=(X-1)° La
seule valeur propre est 1, de multiplicité 3, mais dim F{ = 1 d'aprés la partie A. Cette matrice
compagnon n'est donc pas diagonalisable.

Point de méthode : pour une récurrence linéaire d'ordre I dont le polyndme caractéristiguea I

T

L : u:Ea-r-... C o
racines simples Tj,on peut écrire directement ™ —~ 7 J etidentifier les “Ij grace aux

J

conditions initiales.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2
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Le cours : diagonalisation, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur diagonalisation

Chapitre précédent : Intégrales généralisées

Chapitre suivant : Polyndmes d'endomorphismes et trigonalisation
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Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-generalisees-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/polynomes-endomorphismes-trigonalisation-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

