Cours de maths sup

Développements limités

I. Définition des développements limités

Un développement limité remplace une fonction, au voisinage d'un point, par un polynéme. L'erreur
commise est négligeable devant la derniére puissance conservée. Ainsi, on gagne un objet simple a
manipuler sans perdre l'information locale utile.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle non trivial, @ un pointde I ou une extrémité réelle de
I, et 7 un entier naturel. Les notations ¢ et ™ sont celles du chapitre sur les relations de
comparaison.

Définition :

Onditque f:I — R admetun développement limité a I'ordre 7 en @ s'il existe des réels
Gny &q5- - 1 2%q tels que, au voisinage de @ :

f(z) =ag+a;(z—a)+ay (x—a)? + ... +a, (x—a)” + o((z—a)").

T
Le polynbme Z L} (iﬁ—ﬂ:'k s'appelle la partie réguliére du développement.
E=0

En pratique, on se raméne presque toujours en 0. En effet, f admetunDLen @ si et seulement si
h — fla+h) admet un DLen 0. Il suffit donc de poser = = a + h avec h — 0.
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Théoreme :

Unicité. Si f admet un développement limité a l'ordre 7 en @, ses coefficients &g« -5 Gn
sont uniques.

Démonstration :

Onseplaceen @ = (.Supposons deux écritures
Z; ap ok 4+ o(x™) = Z by £ + o(z™) . Par différence,

Z l:fl;: - bk:l zk = G'{J?n:l . Si les coefficients ne sont pas tous égaux, notons P le plus petit
k=0
indice tel que Gy ?é bp . Alors le membre de gauche est équivalent a l:ap - b_-p:l =¥ Orun
o(x™) estaussiun o(xF) car p £ n.Onobtientdonc (ap —bp)zP = ofzP) ce qui
donne dp = bp en divisant par ¥ . C'est une contradiction.

Propriété :

Troncature. Si f admetun DL a l'ordre 7. en &, alors, pourtout o < 7, elle admet un DL &
I'ordre P en . Sa partie réguliere s'obtient en ne gardant que les termes de degré au plus P.

Par ailleurs, I'unicité donne un résultat de symétrie trés utile. Si f est définie sur un intervalle
symétrique et admet un DLen 0, alors  f{—x) admet le DL obtenu en changeant = en —z.

Propriété :

Soit f admettantunDLa l'ordre 72 en0.Si | est paire, sa partie réguliére ne contient que des
puissances paires. Si  f est impaire, elle ne contient que des puissances impaires.




Démonstration :

Supposons f paire. Ona f{z) = Z ap zk 4+ o(x™), donc
flz) = fl—x) = Z I:—ljlk Gy &k + o(x™). Par unicité, ay = {_1}k a; pourtout k.

Par conséquent, Gp = 0 dés que % estimpair. Le cas impair est identique.

Pour || <1,0na %—1+$+___+a;ﬂ+€ﬂ_zl.0r

_.\1'_

ra+l
11—z

= Q{xﬂ:] en 0. D'ol le

premier DL usuel :

ﬁ:1+$+$2+...+$”—|—o($”)+

Il. Dérivabilité et formule de Taylor-Young

l. LesordresOet 1

Les premiers ordres traduisent des propriétés déja connues. D'abord, un DL a I'ordre 0 en @ s'écrit
flz) = Gy + o(1) . Autrement dit, f a une limite finie @ en @ . Ensuite, I'ordre 1 correspond
exactement a la dérivabilité.

Théoreme :

Soit f définieen a@.Alors f estdérivableen @ sietseulementsi f admetunDLa l'ordre 1
en a@.Danscecas:
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Démonstration :

si flz) = ag+ay (z—a) + o(z—a), lalimiteen a donne ay = f(@). Ensuite, le taux
d'accroissement vaut @y + 0{1}, donc il tend vers &1 . Réciproquement, si [ est dérivable en
@, le taux d'accroissement s'écrit f';{a} + o(1) . On multiplie alors par = —a.

Ce lien s'arréte a I'ordre 1. Une fonction peut admettre un DL a I'ordre 2 en @ sans étre deux fois
dérivable en @ . Parexemple, = — z3sin(1/x), prolongée par 0, vérifie f(z) = o(z2) .
Pourtant, sa dérivée n'est pas dérivable en 0.

La fonction = — x2 sin(1/x) illustre bien I'ordre 1. Elle est coincée entre les paraboles v = 2 et
y = —x2,doncellevaut oz} en 0. Par conséquent, elle est dérivable en 0 de dérivée nulle, comme
le montre la figure ci-dessous.
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2. La formule de Taylor-Young

Pour obtenir des DL d'ordre élevé, on commence par un outil d'intégration. Il permet de remonter d'un
ordre a partir de la dérivée.

Théoreme :

Primitivation. Soit f dérivablesur F et a £ I .Si

ff':ﬁj' = Zn: G 'iff“—ﬂ:'k + C'(':ﬂ?—ﬂfr:ln:' , alors :

k=0
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Démonstration :

Posons g{z) = flzr) — fla) — };ZD ;:t__ffl {ﬂ?—ﬂ}k_l_l .Alors glm) = 0 et

g-’(x} = o({x—a}nj .Soit >0 .llexiste 1>0 tel que |g-’|it:|| < g |t—a|ﬂ Si

|t —a| £ 5.Fixons T dans ce voisinage. Pour tout ¢ entre @ et ,ona donc

lg/(t)] < ¢ |I.‘—G[.|ﬂ . L'inégalité des accroissements finis donne alors |g(z)| < € |$—g|”+1.
sinsi g(a) = of(z—a)™)

Théoreme :

Formule de Taylor-Young. Si [ estdeclasse ¢™ sur et @ € I ,alors:

2, 509, .
f@)= 3 S o)t +o(e-a)")

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 0, c'est la continuité de f en @ . Supposons le
résultat vrai au rang 7, et soit f de classe ¢n+1. Alors f’ estde classe " . L'hypothése
de récurrence donne donc son DL a I'ordre 71, de coefficients f(k"'lj@/k! . Enfin, on primitive :
le coefficient de I:;t‘;—a:lk-l_l devient f':k+1:'{a}/{k+1}!.

En conséquence, une fonction de classe “° admet des DL a tout ordre. De plus, par unicité, le
coefficient @z d'un DL obtenu par n'importe quelle méthode vaut f'ikj{aj/k! . On lit ainsi les dérivées
successives sur un DL.



3. Les développements usuels en 0

Ces formules se déduisent de Taylor-Young ou de la primitivation. Elles doivent étre sues sans hésitation.

e$:1+$+‘g—2+..+%+( ")
1+ 5 4. -+ )+o( z2n+l)

chxz =
_ g2ntl 242
shx_ar+3,+ +(2n+1)—|—0($ )
cosx =1 — ‘g— + ...+ (—1)n (:ET?& + O("Tgn—i_l)
. 2n+1
sin ¢ = % e (—1)n (gn—ﬂ), + o($2”+2)
In(l4z) =2 =%+ + (=1)* 1" 4 o(z™)

(1)

(1+2)* =1+az+ z2 + .. + (% [\rigght?]) #™ + o(z")
Arctanzes = ¢ — + +( 1) 2?:11+o( 2”+2)

tana‘::x+ +o( )

- . “1). . fa—nt1 ,
Ici, (%[ergght?]} — afa—) n!(a r :Ipour o réel.

Remarquez le reste « gratuit » des fonctions paires ou impaires. Par exemple, le DLde <o38 jusqu'au
termeen 27 estenfaital'ordre 2mn-+1, car le coefficient suivant est nul. De méme, 111{1—|—:1:}
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s'obtient en primitivant ,et Arctan x en primitivant

1 _1
1+=x 14+x2-

La figure ci-dessous montre les polyndmes de Taylor de I'exponentielle en 0. Plus I'ordre augmente, plus le
polyndme colle longtemps a la courbe.

7_

— y=¢&"
61 — ordrel:1l+x

—— ordre 2 : 1+ x+x2%/2
571 —=- ordre3:1+x+x22+x3/6
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1_
0 —
1-/’/
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l1l. Opérations sur les développements limités

On calcule rarement un DL par Taylor-Young : les dérivées successives deviennent vite illisibles. On
combine plutét les DL usuels. Dans cette partie, [ et & admettent des DL a l'ordre 7 en 0, de parties
régulieres P et & .

1. Combinaison linéaire et produit




Pourtousréels A, i, A f -+ i g admetunDLal'ordre 7 de partie réguliere A P + i & De
plus, fg admetun DL a I'ordre ., dont la partie réguliére est P& tronqué au degré 7.

Cependant, le produit cache un piége d'efficacité. Si  f(z) = =P (...) et glz) = = (...), il suffit
de connaitre f al'ordre " — g et & al'ordre ™ — P.En effet, chaque facteur est multiplié par une
puissance qui absorbe une partie de I'ordre.

Méthode :

Prévoir I'ordre. Avant tout calcul, repérez le terme prépondérant de chaque facteur. Factorisez-le,
puis développez chaque facteur restant a I'ordre juste nécessaire. Dans un quotient, le terme
prépondérant du dénominateur fait perdre des ordres : il faut donc partir plus loin.

X : : 2 N
Cherchons le DL a l'ordre 4 de e sin = . Comme sin £ = z{l — ‘% + ofx3)) , il suffit de
développer &7 al'ordre 3:

emsinx=$(1+$+%2+%3)(1—%2)+0($4)=x+$9+%3+o($4)‘

2. Quotient

Pour un quotient, on se ramene toujours au DL de ﬁ ou de I-I%u avec u — 0.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Si g(0) ?‘é 0, alors }Er admet un DL a l'ordre 7 en 0. On ['obtient en écrivant
g(z) = g{0)(1 + u(z)) avec wu(r) — O, puis en composant avec

T+w — —u—l—ug—...

, 2
Onécrit cosx = 1 —wu avec uz%

~ 7 +o(x5). Comme u2 = &= 4 o(5) et
u3 = o{x>), on obtient :

2 4
ﬁ=1+U+u2-|—o(g;5)=1+%_|_52i4_|_o($5).

3. Composition

Soit % admettantun DL a l'ordre 72 en 0, avec u(0) = 0.Si ¢ admetunDLa I'ordre 7. enO,
alors @ © U admetun DL a l'ordre 7 en 0. On |'obtient en substituant la partie réguliere de u
dans celle de @, puis en tronquant au degré 7.

La condition %{0) = O est essentielle:leDLde § estunDLen0.Si % tendvers & ?é 0, on écrit
g{u) = g(b + (u — b)) etonutiliseunDLde & en & .Parexemple, g<08% — ¢.gcosz —1,

. N . 3
I Calculons le DLde e&in = al'ordre 4. Posons 1 = sint = & — % + 0{3:‘1} . Alors



u? = o2 — %j‘ + ol z%), ud = £3 4+ o(x?) et ut = 2% 4 o(x?). Par conséquent :

Méthode :

Composer sans exces. Si u(z) ~ ¢ =P avec p = 1,alors uk = O(£*P) . PourunDL 2
l'ordre 7, il suffit de développer ¢ jusqu'auterme %k avec kp < n.Calculez les puissances
de 1 une seule fois, en tronquant des que possible.

) e . . 1 351: 4
Enfin, la primitivation se combine aux opérations. Par exemple, i = 1 —|— 5 —|— + o(x%)
par composition. Ainsi, on obtient par primitivation Arcsin r = = -|_ -|_ 5_;% + 0{335} .

IV. Limites et équivalents par les développements limités

Un DL donne immédiatement un équivalent : c'est son premier terme non nul. Par conséquent, les DL
levent la plupart des formes indéterminées.

flo) = ap P + Gyt cPTl 4 4a, 2™+ o(z™) avec apF 0, alors
f(z) ~ ap P en0.Enparticulier, f estdusignede ap ¥ au voisinage de 0.
¥ ¥

Méthode

N
|
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Lever une forme indéterminée. Ecrivez la quantité comme un quotient. Développez le
dénominateur jusqu'a son premier terme non nul § 9. Développez ensuite le numérateur a I'ordre
g . Pour une puissance Y , passez d'abord a I'exponentielle : ¥ = v ln u,

2 _ gin? , . L \
Cherchons la limite en 0 de  — 12 — % = T——F22—% Le dénominateur est équivalenta g% .
gin“r T T25in“ T a
[l faut donc le numérateur a I'ordre 4. Or gin2 r = i _— ‘% + .;;(3;4} . Ainsi le numérateur vaut
4 ..
% + o{fij , et la limite est % .

En I'infini, on pose h = 1/:1: qui tend vers 0. Par exemple,

Tl ln(l + 51—,;) —x = 333(% — ﬁ + o(ﬁ)) —r = —% + o(1) . Ainsi, (1 4 %)5‘72 e—Z tend vers

.—1/2 .

V. Etude locale d'une courbe

1. Tangente et position relative

Un DL a I'ordre 1 donne la tangente. Pour connaitre la position de la courbe, il faut aller au premier terme
non nul suivant.

Supposons  f(x) = ag + al{a:—a} +ap {aj—a}p + o({ﬁ—a}P) avec p = 2 et ap ?é 0.
Alors la tangente en @ a pour équation ¥ = Gy + aI(:E—GL}. De plus,
flz) = (ag + ay(z—a)) alesigne de ap {x—a}p présde a.




e Si P est pair, la courbe reste d'un seul coté : au-dessus si @y >0, endessoussi @p <0,

e Si I estimpair, la courbe traverse sa tangenteen .

2 ,
Comme ¢ =14 1+ % + 0[:5]_‘:‘2:], la courbe de I'exponentielle est au-dessus de sa tangente

R 3
¥ = 14 1 présde 0. Enrevanche, tant — ¢ rv ‘% : la courbe de la tangente traverse la

droite ¥ = I en 0. La figure ci-dessous montre ces deux situations.

—_—y =g 3| — y=tanx
L [— tangente y =1 +x --- tangente y =x
2-
3-
1_
21 0
14
1-
- courbe au-dessus =2 la courbe traverse
0 ,f/ 3 sa tangente en 0
-15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 1.0 -05 00 05 1.0

2. Asymptotes et développements asymptotiques

fmri _ b 1
En oo, on cherche une écriture f{a:} =ar+ ;5’ + > + G(a:k) avec ¥ ?é 0 . On parle alors

de développement asymptotique. La droite ¥ = a = + 5 est asymptote, et le signe de ¥ / ok
donne la position de la courbe.

Méthode :
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Trouver une asymptote. Factorisez le terme dominanten &, posez A = 1/1:, puis développez
le reste en A . Visez un ordre de plus que le terme constant : ce terme supplémentaire donne la
position. Traitez séparément —oo et —o2 , car le signe de l/a:k peut changer.

Soit f{f}:$elfﬁ.Avec h=1/z,ona Eh:1+h+%2+o(h3),donc:

)

La droite ¥ = T + 1 est asymptote en —co . La courbe est au-dessus en oo et en dessous
en —C2, comme sur la figure ci-dessous.

]

f(m):$+1+i+o(




y=xe1fx
-== asymptotey=x+1

VI. Extremums et condition d'ordre 2

Les DL précisent enfin la nature d'un point critique. Rappelons d'abord la condition nécessaire d'ordre 1 : si
{ est dérivable en un point intérieur @ ou elle admet un extremum local, alors f’{a} =0.Lla
réciproque est fausse, comme le montre 1 — 13 enO0.

Théoreme :

Soit f declasse 2 surunintervalle ouvert 7 et a € I telque ff{a} =0.

* Condition nécessaire : si f admet un minimum local en &, alors f”{a} > 0.

¢ Condition suffisante : si f”{a) = [, alors f admet un minimum local stricten & .
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I On a les énoncés symétriques pour un maximum, avec  f"'(@) < 0 et F"(@) <0.

Démonstration :

W
Par Taylor-Young,  #() — f(a) = fT@ {a:—a}g + O({J:_a:,?). i (@) >0, le membre de
droite est équivalent a #,@E_a}?. Il est donc strictement positif pour & ?é a prochede a.

Pour la condition nécessaire, supposons f” {a} < (1. Le méme argument donne alors
flz) < f(@) présde a, ce qui contredit le minimum.

Remarque :

Si f”@ = ([, on ne peut pas conclure a I'ordre 2. On pousse alors le DL jusqu'au premier terme
non nul Gp I::J:—a}p .Si I est pair, il y a extremum local ; si I estimpair, il n'y en a pas. Par

exemple, 2cosx + 2 = 2 + 5{—; + g(;p‘i} : c'est un minimum local strict en 0.

La figure ci-dessous compare trois situations en un point critique : un minimum, un maximum et un point
sans extremum. Elle montre que seul le premier terme non nul du DL décide.

1.5 1.5 1 1.5
— V=X2 — JV=—X2 — V=X3

1.0 1.0 1.0

0.54 0.5 1 0.54

0.0 0.0 1 0.0

—0.51 —0.51 —0.51

—-1.04 —-1.01 —-1.04
-15 - y -1.5 T ' -1.5 . r
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

minimum maximum pas d'extremum



Ce qu'il faut retenir

e UnDLal'ordre 1 en  estunique;on le tronque librement a tout ordre inférieur.

¢ Une fonction paire n'a que des puissances paires dans son DL en 0, une fonction impaire que des
puissances impaires.

e UnDLal'ordrelen @ équivaut ala dérivabilité en @, mais cela ne va pas plus loin.
« Taylor-Young : une fonction de classe ™ aun DL d'ordre 7, de coefficients f(kj{a}/}g! .
« On primitive un DL terme a terme, sans oublier la constante  f(a) .

o LesDLusuelsde €XP, sgin, cos, sh, ch, In{l+4z), {1—|—a:}ﬂ, Arctan et tan se
connaissent par cceur.

e Avant un produit ou un quotient, factorisez les termes prépondérants pour prévoir I'ordre juste
nécessaire.

¢ Le premier terme non nul d'un DL donne un équivalent, donc une limite et un signe.
¢ Le terme qui suit la tangente ou I'asymptote donne la position de la courbe.

¢ En un point critique, f”{a} = [0 garantit un minimum local strict ; si f”(a} = [0, on pousse le
DL plus loin.

Questions fréquentes sur développements limités

A quel ordre faut-il développer chaque morceau d'un calcul ?

Repérez d'abord le terme prépondérant de chaque facteur et factorisez-le. Dans un produit, si un facteur
commence par 5P, l'autre ne sert qu'a l'ordre " — . Dans un quotient, le dénominateur en 9 fait
perdre g ordres au numérateur : il faut donc partir de plus loin.

Peut-on dériver un développement limité terme a terme ?

Pas en général : une fonction peut avoir un DL sans que sa dérivée en ait un. En revanche, si la dérivée
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admet un DL, on peut le primitiver terme a terme en ajoutant la constante  f(a) . C'est ainsi qu'on
obtient les DLde In{l+x),d" Arctan oud Arcsin .

Un DL a l'ordre 2 prouve-t-il qu'une fonction est deux fois dérivable ?

Non.Un DL al'ordre 1 en @ équivaut a la dérivabilité en @, mais cela s'arréte la. La fonction
3 sin(l,/;t:} , prolongée par 0, admet un DL a I'ordre 2 en 0 alors que sa dérivée n'est pas dérivable en
0.

Comment composer quand la fonction intérieure ne tend pas vers 0 ?

Le DL de la fonction extérieure est un DL en 0, donc il faut d'abord recentrer. Si + — b, écrivez
glu) = g(b+ (u — b)) etutilisezunDLde § en p.Parexemple, gC08T — ¢ .gc05x — 1
avec cosx —1 — 0.

Pour aller plus loin en maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur développements limités

A maitriser avant : Relations de comparaison : domination, équivalents, Dérivabilité et convexité

Chapitre précédent : Relations de comparaison : domination, équivalents

Chapitre suivant : Espaces vectoriels, familles libres et génératrices

Le méme theme en L1 : développements limités, cours de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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