Corrigés des exercices de maths sup

Développements limités

Corrigé de I'exercice 1 : DL usuels et combinaisons linéaires

rd ] .y
1. Ona shs = =« —|— —|— 12[:' + O{:I?S} et sinx = © — 3 + % + QI:;ES:I. Par différence,

les termesen I eten x5 disparaissent. Ainsi sh © —sin ¢ = % + g{$5}.

2. Deméme, chr =1 _|_ _|_ 57 _|_ 0(135] et cost = 1 — % + ‘T—4 + 0(135} Les termes

%
en 12 se compensent. Donc chztcosz=24+% 7+ g{;p :1

3. D'une part, 11‘1[:]_—|—;1‘;:| - r— 2 -|_ -|_ @{;p3:| D'autre part,
l—ki:r = z(l-z+ 22 4+0(x2) = £ — 22 + 23 + o(x3). Par conséquent,
2 3
In{1+x) — T = % — 2% + o(x3).

4. On applique (l—I—u} = 1_|_ o u 4 ': —1) 12 _|_,5.,:u2:, Avec o = % et 4 = x,on
obtient 14z = 1_|_ 2 _|_ o(;pﬁj Avec o = —% et u = —I, on obtient

11 — 1 _|_ _|_ _|_ g{;p?) La différence vaut —%q + o{a:g} .

cxl':cx 1.

Point de méthode : pour {1-|-u}a , calculez toujours a part : c'est la que se glissent les

erreurs de signe.

Corrigé de I'exercice 2 : Formule de Taylor-Young et tangente

1. Lafonction tan estde classe ¢ sur ]—%! %[ et tan/ = 14 tan2.En dérivant,
tan’” = 2tan-tan’ = 2tan + 2tan?. Enfin, tan’’ = (2 + 613&112:' (14 taﬂg:l-
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2. En0, onobtient tan(0) = 0, tan/(0) =1, tan/(0) =0 et tan’’(0) =2 .1a
formule de Taylor-Young s'applique, car %tan est de classe 2 :

tana?=$+%$3—|—o($3)=$—|—‘%3+0($3)‘

De plus, tan estdeclasse % , donc elle admet un DL & I'ordre 4. Comme elle est impaire, le

coefficientde x4 estnul. Ainsi tanz = x + ‘%3 + @(1:4} .

2
3.0na cosz =1—wu avec y = % +o(x3). Donc

ﬁ=1—|-u—|—o{:3:3}:1—|—$——|-.:n{g:3}.Ensuite:

g = (v - %) 1+ %) +o@®) =z +(1-§) %+ o(z3)

On retrouve bien tanxr = x + %3 + 0{1;3} .

Corrigé de I'exercice 3 : DL en un point quelconque

1+ tanh

T _
m,car tEl-ﬂ4 =1.0r

1. Posons x* = g -+ A . La formule d'addition donne tan r —

tanh = h + o{hgj . Ainsi
ﬁ =14+tanh +tan?h + o{hz} — 14+ h+h?y o{hg}. Par conséquent :

tanz = (1 4+ k) (1 +h 4+ h2) +o0(h?) =14 2h 4+ 2h? 4+ o(h?).

Donc tanz = 14 2(x — %) + 2(z - g)g + o@a: — ?@T)Q) . On vérifie d'ailleurs que
tan’(3) = 2 et tan”/(7)/2=12.

2. Posons 1 = 1+ h . D'abord,

3
v=zrclnr = (1—|—h:1( 2 + )+ o(hB} = h —|- % + g{hB} . Ensuite,
w2 = h2 LR34 o{hg) et w3 = hg + o{hg} Comme w — 0, on compose avec
I'exponentielle :

3
eV=1+v+5 +% +oh®)=1+h+h2+% +0o(nd)

Ainsi :E;r_1_|_($ 1}_|_(£ 1}2 ':

+ of(z-1)%) -



[l o

3. Posons £ = 2+ h.Alors Inz =ln2+Infl + ’;—1) . En composant avec ¢ =

_ B Y o3

Point de méthode : pourunDLen a ?‘3 0, posez toujours x = a + A ettravaillezavec h — 0.
Vous retrouvez alors les DL usuels en 0, sans calcul de dérivées successives.

Corrigé de I'exercice 4 : DL et dérivabilité

1. Pour x % 0,ona |f(z)| £ =2 . Ainsi [Hbig|?]f5r$)[ﬁbig|?] < |z| — 0 donc
flz) = oz) . Autrement dit, f(x) = 0+ 0-x 4 o{z) : c'estun DL a l'ordre 1. D'apres la
caractérisation par le DL d'ordre 1, f est dérivable en 0 et f’{[]} = 0.

2. Supposons que  f(x) = ay +ay & +a, x2 4 o(x2) . Par troncature et unicité,
Gy = 0q =1':'.Alors % = sin(%) tendrait vers %3.0r, pour g = % et
Yo = 2nmr + /2 0n2 sin(l/zp) = 0 et Siﬂ':lfyﬂ:' = 1 . La caractérisation

séquentielle interdit donc toute limite. Ainsi f n'admet pas de DL a I'ordre 2 en 0.

3. Pour ?é 0, [Hbigl?]gf[&bigl?] = |z sin(1/)| < |z|- Donc g{z) = o(z2) . C'est un
DLalordre2: g(z) = 0+ 0z + 0x? 4 oz2) .

4, Sur R*, g estdérivable comme produit et composée, avec

g/(x) = 3z?sin(1/x) — zcos(l/z).En0, & admet un DL d'ordre 1 (tronquer le précédent),
donc g¢/(0) = 0. Ensuite, pour = 0 :

g'(z) _ g’(0) _ 3 sin(%) — cos(%)

Le premier terme tend vers 0. Le second n'a pas de limite, par le méme argument séquentiel qu'a la

guestion 2 avec <8 . Donc g*’ n'est pas dérivable en 0. En conclusion, un DL a I'ordre 2
n'entraine pas la double dérivabilité.
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1. On sait que u —s 1 en 0 (taux d'accroissement de I'exponentielle). Par passage a l'inverse,
plr) = 1= @{D}. Donc ¢ est continue en 0.

2. Pour $?é 0, on multiplie numérateur et dénominateur par 7 :
¢(_$)_——$_E_M_
— e T -1 2 — et —1

Ainsi 1h(z) — (—=z) = % +x = —xz +x = 0.Deplus, I'égalité est claire en 0.
Donc 1 est paire.

3. Lafonction 1 = @ + % admet un DL a I'ordre 4. Comme elle est paire, ce DL ne contient que
des puissances paires : Y(z) = cg+a z2 +bx% +o(z?) Enoutre, ¢y = ¥(0) = 1.
Par conséquent, ¢(zr) = 1—3 +az? +bzt +o(x?),

4.0na £=1 -|- -|- -|- 2_,_} + 5= 120 + o z%). Le produit avec ¥ vaut 1. On développe et

T
on identifie par unicité :

- 1 1
o coefficient de 2 : E— @—I—G&—D donc a =75

. . . _ g _ i 4 :
coefficient de 23 : 54 — 19 + 5 = (0, ce qui est cohérent ;

o oL 1 a _
coefficientde % : g —gg+5+b=0.

Au dénominateur commun 720, la derniére relation donne % + & = 0. Ainsi
1 s r4

1
a =15, bz—ﬁ.et plr) =1- 2—|—12 7’3[]"‘0{517:'

Point de méthode : la parité divise ici le travail par deux, car elle annule d'avance les coefficients de
-3 dans 1) .



corriaé de I e 6 : Primitivation de dével l

limités

1. Ona 1 — 2 —+ 4 — ¢b + o{tﬁj . La fonction Arctan est dérivable, de dérivée

1 _
1482 —
113 et vaut 0 en 0. Le théoreme de primitivation donne

3 5 o7
Arctanz = a:—%—i—%—%—i—o{a:?}-

—

—5.ona {l—|—u}_1ﬁ -5 -|- 3%‘2 + o(ug} .Enposant 3, = —x2,o0n

y 4 ) L
obtient ﬁ =14+ % + ?% + (,:124} .Or Arcsin estdérivable sur ]—1,1[, de

2. Avec o =

derivée F et Arcgamﬁ[j = [ . Par primitivation,
Arcsine = ¢ 4§ + 4‘% + 0{335:1 .

3. Pour |z| <1, F(z) = In{l4+x)—In(l-z), donc F'(z) = 1—|1—a: + li$ = 1_‘?$2.Ainsi

F(a:}—2+2$3+2$4+0{$4}.C0mme Fy=0,
FI:“I,‘:I—E ‘|‘ 3 ‘|‘ 5 +O{$5:l-

I

4. Soit B(x) = fe—tg dt . Aors El(r) = e—22 = 1- 52 4 %‘* +o(z?), et
0
E(0) = 0.Donc E(r) = $—$—3—|—$—5—|—0 £9). Ensuite, Giz) = Ei2z) — E(x), et
3 10
0({2;1:}5) = o{x%). On calcule :

Glz) = (20 —x) — 8‘1:33)_ 22 | 323351)0_ 22 | o(x?).

Ainsi G(r) = ?”:3 4 22 31“75 + 0{335:,

Corrigé de I'exercice 7 : Produits et ordre juste nécessaire

1. Le facteur sin xz commence par . Il suffit donc de connaitre ¥ a l'ordre 3, puisque
. . 2 ,
T - 0{1:3:1 = o(a:‘l:l .Onécrit gin & = ;1:(1 _ % + 0(173}) , puis :
. 2 3 2 3
e£51n$=$(1+$+%+%—%—$ )+o(:1;'4)
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. a3 N ,
Donc eTsinz = x + 2 + % + o{$4}, et ¥ al'ordre 3 suffit.

2. Le facteur In{1+z) commence par «. Il faut donc 1§ & l'ordre 2 et 1“':?'”:) a l'ordre 2,
c'est-a-dire In{14-x) & I'ordre 3. On obtient :

x(l—%+%2)(l+%—%2)=x(l+0‘$+(%—%}—%)x2)+0($3)‘

B—6-—-3_ 1

Or nd 57 - .Ainsi 1+ ln(1_|-;r;:| R % + o{$3} .

1 1 1
37478

3. Chaque facteur commence par z2.0On écrit donc  gin2 x — 332(1 — g_z + 0,:3;2}) et
l—cost = 353(% — ‘T—i + g{g:;?}) . Le produit donne ;]_’;4(% _z2 ‘TE + 0{1:3)) Ainsi

24
sin? (1-cosz) = 2 _ 5a° 54 T o(z6).

Point de méthode : quand les deux facteurs commencent par une puissance de I, factorisez-les
d'abord. Le gain est net : ici, chaque facteur ne sert qu'a I'ordre 4 au lieu de I'ordre 6.

Corrigé de l'exercice 8 : Quotients : sécante et tangente

3 4 4
1l.Onpose 4 =1 —cosxp = % —21:—4 —|-.;;|{;]35:|.A|OI‘S wd = % —|—g|i;r;5:| et

ud = G(:EE} = o{:ﬂ5} . Donc :

2
(:o}szt:=ﬁ=1-|-U;-|-’U,2+O($5):1-|-$?_|_(£l1 %)44_0(&.5)
1 Erd
Ainsi 5z = 1‘|‘ —|‘ gail -I-CJI::L’:5:I-
2. On multipli nrT — 5 3 1 1 _1
. plie par sma:_a: 5 —|—1%g—|-o{,¢:} Le coefficient de 2 vaut F—F =5
Celuide 15 vaut g% 1g_|_12[:I = —_1218+1 = E Donc

tana:_a:+ —|— i —|—OI::E‘5:I

3. On écrit % — ] _qyavec y = 5‘76—2 120 + .;:.{35‘1) Ensuite, 2 — 36 -|_ @(1:4} Donc

1 1
sis =Lt 402 +o(eh) =145 4+ (J = iho Jot + ().



1 1  10—=3 5. . r :1:_2 @ 4
Or 25 — 195 = "3 - Ainsi —— = 1+4+% + 3¢5 +o(z%).

Corrigé de I'exercice 9 : Compositions

1. Posons 1 — sinTt = 1 — ‘%3 + .;:.r:;p‘i) ,quitendvers 0.0na 2 = ¢ — %‘L + .;:.(354},

w3 = 3 + ofx?) et ut = £% 4 o(z%). En reportant dans le DL de I'exponentielle 3
l'ordre 4 :

e“=1+$—%3+%2—%4+%3+$—i+0($4).

: 2 g4
Donc gsin T — 1+$+%_%+0($4}.

2.0npose 4 = cosxt —1 = —%" + % + g(;p‘ij .Comme u = Ox2), il suffit de
In{l4w) = u — %2 +o(u?).0r 42 = %4 + oz %) . Ainsi
2 4 4 2 4
In(cos z) = =5 + 35 —F +olzt) = -5 -5 +o(z%).

3. Sur |- 5[, lafonction & — In(cos ) est dérivable, de dérivée
—tanx = —x — %3 + o z3) . Elle vaut 0 en 0. Par primitivation,
2
I

4 , .
In{cos =) = —5 - 5{—2 + 0(1:4} . On retrouve exactement le résultat de la question 2.

4, Ici cosx — 1 ?é 0 : on ne compose pas directement. On écrit %28 T = g . ™ avec
y
w=cosT —1= _% + o(z3). Comme w? = O(z%) = o(x3),0na
e¥” =1+ w+o{x3?).Donc T = E—%$2+0(£3}.

Point de méthode : avant de composer, vérifiez toujours que la fonction intérieure tend vers 0. Sinon,
recentrez comme a la question 4, en factorisant la valeur limite.

Corrigé de l'exercice 10 : Prévoir I'ordre nécessaire
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In(14x)

1. On écrit f{g:} = e:{p( ) . Le quotient par & fait perdre un ordre. Pour avoir I'exposant a

'ordre 2, il faut donc In{1-+zx) & I'ordre 3. On obtient ln'il;_‘ﬂ:j —1_ % u %? + o(£2)-
Ensuite, f(z) = e-e™ avec 1 = —% + %q + 0{3;2:, .Comme 2 = %’l‘ +o(x?) ,ona
y y L
e =1-5 45 +5 +o(c2) Ainsi (142)"/7 = ¢ —§ o + 5 2%+ o(2?).

2. Le numérateur et le dénominateur commencent par & . On simplifie par &, ce qui fait perdre un
ordre & chacun. Il faut donc In{1+zx) a l'ordre 3 et sin £ a l'ordre 3. On obtient :

2
In(147)  1-3+% +o(z?) ( T )( ) 2
sinz 1_%2+O(£2) =1-3+5 )1 +% )+ o(z?)
ln(l-l—a:}l
Donc EIN T —2 + + 0{332:'
3. Ici, les deux termes commencent par ‘%3 Pour un quotient é I'ordre 2, il faut donc aller jusqu'a

\ 1
l'ordre5.0na shr — ¢ — 6(14_204_.9{,1: }),car m 6 = 55 De méme,

T —snzL = %3(1—T§+o{g:3)).Parconsequent:
shx —x _ z2 T2 2
m—sinm_(1+20)(1+20)+0($ )

Le prolongement vaut 1 en 0 et son DL est 1 %? + 0{1:3:1 .

Point de méthode : dans un quotient dont le numérateur et le dénominateur s'annulent, comptez I'ordre
du terme prépondérant commun. Il faut ensuite développer chaque morceau d'autant d'ordres en plus.

Corrigé de I'exercice 11 : Dérivées successives en 0 a partir
d'un DL

1. Lafonction Arctan estdeclasse % sur [ .D'aprés Taylor-Young et I'unicité du DL, le
coefficient de % vaut Arctan(k){[j}/ﬁg!. Le coefficient de 7 est —% , donc

Arctan(?){[j} = —% — —@&!. De plus, la fonction est impaire, donc le coefficient de B est

nul. Ainsi Arctan(7)(0) = —720 et Arctan®(0) = 0.



2k
2. Lafonction g estde classe ¢“°. Par composition, ex? = Z a:;T +o(z?" L) carle
k=0
. S N N
terme suivant est en 2m+2, Par identification des coefficients, 5 = i Donc

g(ﬁk]m} _ @ et g(Ek-l-l){D} — 0.

3. Le polynbme 1 — x — 2 vaut 1 en 0 et ne s'annule pas au voisinage de 0. Ainsi }, est de

classe ¢ surun voisinage de 0, comme inverse d'une fonction ¢ qui ne s'annule pas. Par
5
Taylor-Young, A{z) = Z cp 8 +o(z5) .or (1 -z —22)h(g) = 1. Parproduit et
k=0
unicité, ¢ =1, ¢;—cg=0et ¢ = ¢ 1+ €z _qpour 2 < k < 5.0ntrouve

successivement 1,1,2, 3,5, 8. Donc h':5:'{[j} — Kl v 8 = 960.

Point de méthode : pour une dérivée d'ordre élevé en un point, un DL obtenu par opérations est bien
plus rapide que la dérivation directe.

Corrigé de I'exercice 12 : Calcul de limites

o \ o 2 — gin? A - .
1. On réduit au méme dénominateur : ‘T—_Slg L Le dénominateur est équivalenta 4.
I« gn- I

Ensuite, gin2 T = (;1;‘ — %3 + C.,:;ES})E — rd_ %4 + C.I:;p‘i:] . Le numérateur vaut donc
%} + 0{1:4} . La limite vaut % .

2.0na tanz —sinx = (;t: + %a) - (:1: — %3) +o(z3) = ‘%3 + o(£3) . La limite vaut %

In(cos x)
XP( 12

2 N .
ln{ggg g:} = _% + 0{3;2). L'exposant tend donc vers —% . Par continuité de I'exponentielle,

3. Pour 0 < |z| < % ,on écrit  (cos $}UEE — ) . D'apres I'exercice 9,

ml—

la limite vaut E—ljﬁ =

4. On écrit la quantité sous la forme exp(:r? ln{l + ;1‘1::' — :1:) .Avec }j — 51—]: —(,ona

In(1+k) = A —%2 + o(h?).Donc £2In(l + %) —r =1xI— % + o(1) — z. La limite
vaut —1/2 .

- 2
5 Pour n =1, nsin%}D-AVeC Jiqv:%,ona Slihzl_%+o{h2},Donc
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ln(Sii h) — _%2 + ofh2) . Par conséquent, n2 In(n sin %) = —% + o(1) . La limite vaut

Point de méthode : devant une forme 1°°, passez systématiquement & I'exponentielle. La limite de
I'exposant se calcule ensuite par un DL du logarithme.

Corrigé de I'exercice 13 : Equivalents en 0 et en l'infini

1.Ona gT —1 = :t:—|—£—|—‘%a—|—o{$3} et In(l+zx) = :t:—%g—l—%a—l—a{a:g}ia
différence vaut 2 — % —+ o{g_’;g}. Donc =T —] — ln[i]_—|—;1;~:| — 12 —“T—a .

&
2. ParlesDLusuelsal'ordre 3, tanx — Arctanz = (% + %) 3 4+ 0(53} . Ainsi
3
tanz — Arctanz ~ 2% .
3. Pour x> 1,onfactorise par = = || etonpose h — L.Avec

(1—|—u:,1f2 =1+ % — “{ + ’f—; + o(u?), on obtient :

h3 1
\/$2+$—\/$2—$:x(h+§+o(h3)):1+@+o(#).

En effet, les termes en hﬁ se compensent. Donc \.f’;nz 4+ — V2 —p — 1~ L

Brd”®
4.0na nlnll+7) =1-5

(1 + %)ﬂ = e exp(—gl—n

Corrigé de I'exercice 14 : Tangente et position relative

1.Ona ¢T—1 =z + %q + ‘%3 + .;;{1:3} . En divisant par &, on perd un ordre. Ainsi

2 , Y .
flo) =1+ % + ‘% + o{;pﬁ) , cette égalité restant vraie en 0.



. Le DL d'ordre 0 donne Elif}l 0 f'iﬂ?:' =1= f@' : [ est continue en 0. Ensuite, la troncature a
l'ordre 1 donne  f{z) = f(0) + % + o(x) . Donc [ estdérivableenOet f/(0) = %

. La tangente en 0 a pour équation y = 1 + % .Deplus, Flr) —(1+ %) . %2 , qui est positif
pour I ?é 0 . La courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0, comme le montre
la figure ci-dessous.

50l — y=te-1ix
—-—- tangente y =1+ x/2

4. Onpose 7 = x + x£2 — 0.Alors In(l4+uw) = u — %ﬂ + o(u?), et u? = 2 + o(z2)
. Donc g(;p} — x4 22— %? + o(;pﬁ] =+ EE—E + @(1:3}. La tangenteenOQest ¥ = T,

et g{;g} — T ra E—Z ~ (). La courbe de I est au-dessus de la droite ¥ = T pres de 0.

Corrigé de I'exercice 15 : Asymptotes obliques et position

2
1. Posons } — 1 quitendversOen +eco.Ona ¢h =14 h + % + o(hg) . D'une part,

-\I"
N,

Te =414+ ﬁ + o(%) . D'autre part, EU*T =14+ % + @(%). En sommant :

f($):$+2+%+o(%).
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Ainsi f{g:} — {a: + 2} ra % .La droite ¥ = x + 2 est asymptote en o ; la courbe
est au-dessus en o0 et en dessous en —o<, La figure ci-dessous confirme cette étude.

—_—y=(x+1)e¥*

10.01 —-- asymptote y = x + 2

2. Pour =z ?é 0, £343x2 = 333(1 + %) Comme la racine cubique est multiplicative sur [£, on

a g(r) = 1:(1 +%)1f{3 , quel que soit le signe de & . Avec @ = % w — _%.

1+ 3h 1f3:1+h—l-9h2—|-o h2 =1—|—h—h2—|—o h2Y. Par conséquent :
9

g($)=x+1—%+o(%),

Donc

La droite ¥ = = 4 1 est asymptote en +co ; la courbe est en dessous en oo et
au-dessus en —oo,

Point de méthode : le terme en ,:lT: change de signe entre oo et —oo il faut donc conclure

séparément des deux cotés.

Corrigé de I'exercice 16 : Nature d'un point critique




1. La fonction # estde classe ¢*°“, avec hf(a:} = (22 + 2x) e® = z(xr+2) eT . Les points
critiques sont donc 0 et —2 . Ensuite, h”{a:} = (22 + 4z + 2) e%. Ainsi h”([j} =20
et h”{—ﬁ} — —92e—2 < (). D'apres la condition suffisante d'ordre 2, # admet un minimum
local strict en 0 et un maximum local stricten —2, de valeur 4.—2. La figure ci-dessous
situe ces deux points.

1.6 -

— y=x2ex

1.4 1 ® minimum localenO
® maximum local en =2

1.2 1

1.0

0.8 -

0.6 -

0.4 1

0.2 1

0.0

2.0na fl(@) = —2sinz 4+ 2z et f(£) = 2—2cosz.Donc f'(0) =0 et
f”{[]} = ([ :le critere d'ordre 2 ne conclut pas. On pousse le DL :

flz) = 2—$2+%+$2+0($%} = 2+%+0($4}'Ain5i fle) — f(0) ~ T—;,qui

est strictement positif pour x ?é 0 . Donc 0 est un minimum local strict de f

3.0na }g’{;p} = l—I—a: — 14z = 1-|- ,donc k' {[]:1 = (. Par ailleurs, ;g{gg} — 51;_3 + ,;.{3;3:,
, d'ou ;g{g;} ,Eg([:]} 3 . Cette quantité change de signe en 0. Donc 0 est un pomt critique

qui n'est pas un extremum local.
1 4 I _ . ,
4. Ona u}\{j;‘:] =14+ (}l — E);[‘,‘E + % + ofx?), et UA(D:I = 0. Trois cas se présentent.

);1:3 = [J : minimum local strict.

B

oSl A>E. uy(@) -1~ (A -
°oSi A :‘:%, u}‘(x} —1 (}l —%);{22 < ) : maximum local strict.

o §j = I:;[‘;:] 1 o f-l ";:. 0 : minimum local strict.

[l |
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Un extremum strict d'un type exclut I'autre type. Il y a minimum local si et seulement si
A2 % , et maximum local si et seulementsi } < % .

Point de méthode : lorsque f” (.5;:1 = 0, le critere d'ordre 2 est muet. Il faut alors chercher le premier
terme non nul du DL : un exposant pair donne un extremum, un exposant impair n'en donne pas.

Corrigé de I'exercice 17 : Approximation rationnelle du cosinus

1. Ona 1—bx? + 8224 -3 26 + o z®) . En multipliant par 1 4+ a2 :

1
1+ bx2 —
R(z)=14(a — b)wg + b(b — a)a:4 + bg(a — b)xﬁ + 0(11;'6).
C'est le DL cherché.

2 3 ] .
2. D'autrepart, cosx = 1— % + % — % + 0(33'5:1. Les termes impairs étant nuls,

R(x) — cos z = o{x®) équivaut & I'égalité des coefficients de 2 et x4 .On obtient

_ 1 _b_ 1 _ 1 _ 5
a,—b_—g,pws b{b—a}_g_g_,_l.Donc b_lget a = —15-
3. Le coefficient de 6 de R vaut bg(a, b = ]gi_é : (—%) — _g%ﬁ . Ainsi le coefficient de
1 1 _ —=+d_ 1 zb
rbde R —cos vaut —zem+ 25 = q235 = —Zg6- PO E(r) —cosz ~ —zp5

) b b
4. On adirectement T'(x) —cosx = 7og T oz}, donc T(x) —cosz ~ 7ag - Les deux
approximations sont du méme ordre 6. Cependant, la constante de T" est plus petite : prés de 0,
le polynéme de Taylor est un peu meilleur. De plus, prés de 0, K approche co3 par défaut
tandis que T I'approche par excés, comme le montre la figure ci-dessous.



1.5
1.0 1 101
0.5 - 0.5 1
0.0
0.0
-0.5
-0.51 = _10d
—/|= COS X
-1.01 -—- R{x) —1.5 —— 10%(R —cos)
...... Tix) —— 10%(T —cos)
. . . . —2.01= . . .
-2 -1 0 1 2 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Point de méthode : pour ajuster des parametres, écrivez le DL général, puis annulez les coefficients un
par un, du plus bas degré au plus haut. Le premier coefficient qu'on ne peut plus annuler fournit
I'équivalent de I'erreur.

Corrigé de I'exercice 18 : DL d'une bijection réciproque

1. Lafonction f est dérivable et ff(a:} = (1 4 z) eT . Cette dérivée est strictement positive sur
]—1, +oo[ etnulleen —1 seulement. Donc [ est continue et strictement croissante sur
[—1, +oo[.Deplus, f(-1) = —e—l et f(zr) — +oo. Parle théoréme de la bijection, f
réalise une bijection de [—1, +oo[ sur J = [—e~ ], +oo].

2. Larestrictionde f & ]-1, +oo[ estdeclasse ¢, bijectivesur ]—e—Ll, +oo[, de dérivée
qui ne s'annule pas. D'aprés le résultat admis, ¥ est de classe (“° sur ]—E_l, —I—m[ ,
qui est un voisinage de 0.

3. Par Taylor-Young, ¥ admetun DL a l'ordre 3 en 0. Comme f(0) = 0,ona W(0) = 0,
donc W{y) = py + qy? + ry3 + o(y3). Ensuite, W(y) = O(y), donc
3
W eW — W+W2—|—WT—|—0(y3}-0r W2 = p2y2 4 2pg y3 + o(y3) et
W3 = p3y3 4 o(y3). L'égalité W e = y et l'unicité du DL donnent ;

2 ps
p=1g+p2=0, r+2pg+75 =0.
Ainsi q:—l et r:ﬁ—%:%.Donc W{y}l:y—yg—kgyg—}o{yg}.
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Wiy — v
yﬂ
T¥ estsous satangente ¥ = & en 0, comme sur la figure de I'énoncé.

4, Ona = 14 % y + o(y) . La limite vaut —1. Cela traduit le fait que la courbe de

Corrigé de I'exercice 19 : Développement asymptotique d'une
suite implicite

1. Sur I = |nm —Jinm + 3], posons ¢(z) = tanx — . Alors ¢'(x) = tan2z > 0

, et c;S*r ne s'annule qu'en 77 . Donc ¢ est strictement croissante sur Iy, . De plus, ¢ tend
vers —o0 agauche et vers 0o a droite. Par le théoréme de la bijection, ¢ s'annule une
seule foissur I ,enunpoint Lqn .Enfin, $(nm) = —nw <0, donc
kil
Ly € ]n*rr, nmw + E[ .

2.0na 1< i—;; < 1+ﬁ.Parencadrement, i—;’]‘; — 1. Ainsi Ty ™ 1T

1

il —
— taney

3.0na &n £ ]D, %[ Par T-périodicité, tan z, = ta,n(g — Eﬂ)

. Comme
tan £, = Ty, onobtient tane, = %ﬂ .Donc g, = Arctan(%ﬂ) — 0. Puisque
Arctanu ~ u en0, g, r %ﬂ ~ %

4, D'abord, Arctanwu = w + Q(u3), donc e, = %ﬂ + G(ﬁ) Ensuite,

Ty = n*rr—i—%—l—-ﬂ(%),d'oﬂ:

1

1 _ :
T, — 0T

1
1 + 55 + O( =)

1

2ar m2

Enfin, T = N7 +5 —en.DonC T, = A7 + 5 — 7w + +0(5)

Point de méthode : on améliore un développement asymptotique en le réinjectant dans I'équation ;
chaque passage gagne un ordre.



courbe

1. Sur R*, [ estcontinue comme quotient de fonctions continues & dénominateur non nul. En 0, on

a 0< 1 _‘_lelfx <1,donc |fz)| < |z|. Ainsi flz) — 0 = f(0). Donc f est continue
sur .
— f(0
2. Pour =z ?é 0, ) T (0) = 1_,_131;“:': .Quand ¢ — o, Elfﬂ? —4 oo etletaux tend

vers0.Quand ¢ —s 0, o1/% _, g etletaux tend vers 1. Donc fé{[]} =0,

f;r{[]] = 1, et f n'est pas dérivable en 0. La courbe présente un point anguleux, avec
deux demi-tangentes: ¥ = U adroiteet ¥ = T 3 gauche.

3. Lafonction 1) estdérivable et 1)’ (u) = (2 4+ w) e¥ . Elle décroit donc sur ]—co, —2] et
croft sur [—2, 4co[. Son minimum vaut t(—2) = 1 —e~2>0.Ainsi % >0 sur R.

e liz
| !/ _y(/z)
f ($) _ 1_|_61Xi? + $(1+61/$)2 — (1_'_61/55)2

4. Pour =T ?é 0, la dérivée de T —+ vaut . Par la formule du produit :

_ 1
1+ &L=

Donc #/ =0 sur ]—co,0[ etsur |0, 4+cof .Comme f estcontinueen0, f est
strictement croissante sur [X.

1 1 L 1 1
T1ei g Aos o) = a-3= 313

impaire. Ainsi l—iei = % + ot + 13 + o(£3). On multiplie par

5. Posons g(t) =

%— = —q{t:l . d est

2 3
14et =241+ % + % + @(tB} et on identifie a 1. Le coefficient de £ donne

%+gg{:[j,donc g:—%.CeIuide t3 donne %—k%—kﬁﬁzﬂ,donc

11 _ 1 e 1 1 o 13 3
26 =g —13 = gz Minst 7o 53 =75 g tgg ()

6. Avec ¢ — % —s (J en oo, on obtient :

flz) = $(% — iz +‘4§¢3'+"(£3)):= 3 _'%'+'1§E§'+‘j(£§)‘

Donc  f{x) — (% - %) o ﬁ > 0.Ladroite vy = % — % est asymptote en +co eten
—3 , et la courbe est au-dessus des deux cotés.
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7. La courbe est croissante, passe par I'origine avec un point anguleux, puis rejoint son asymptote par
au-dessus. La figure ci-dessous résume ['étude.

1.5 1

—_— = x/(1 + e1X)

——= asymptote y=x/2 -1/4
1.01 — demi-tangente a droite
—-— demi-tangente a gauche

0.5 1

0.0

—0.5 1

—1.0 1

—-1.5 1

Point de méthode : une étude complete s'organise toujours de la méme facon : domaine, continuité,
dérivabilité aux points délicats, variations, puis comportement en I'infini. Le DL n'intervient qu'aux endroits
ou il est vraiment utile.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : développements limités, cours de maths sup
e Les énoncés : exercices de maths sup sur développements limités

A maitriser avant : Relations de comparaison : domination, équivalents, Dérivabilité et convexité


https://mathovore.fr/developpements-limites-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/developpements-limites-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/developpements-limites-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/relations-comparaison-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/derivabilite-convexite-cours-maths-sup

Chapitre précédent : Relations de comparaison : domination, équivalents

Chapitre suivant : Espaces vectoriels, familles libres et génératrices

Le méme theme en L1 : développements limités, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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