Corrigés des exercices de maths en L1

Développements limités

Corrigé de I'exercice 1 : Relations de comparaison

= }T: — [ en oo . L'affirmation est vraie.

2
1. Pour £ =0, $—3

2. Le méme quotient % n'est pas borné quand & — 0 . Enréalité, c'est 23 qui est négligeable

devant rZ en [ .L'affirmation est fausse.
3. Pour ?é 0, |$5;&| = |sin | < 1. Le quotient est donc borné. L'affirmation est vraie.

4, D'apres les croissances comparées, (n 35}1'3 — Cll::]_‘:‘a:] pourtous o >0 et & > 0. Avec
E=10e o= é I'affirmation est vraie.

fla)

5. Prenons f(x) = z +1 et g(x) = x .D'une part, @ = 14+% 51,donc f g,
fl=)
D'autre part, :ﬂ = e ?é 1 . L'affirmation est fausse : on ne compose pas un équivalent par
[

I'exponentielle.

n2+(—1)"n (—1)" 1) (—1)" 1 . . .
6. Ona — = 14+ 5= =5 — (- L'affirmation est vraie.
7. On écrit g’—; — % ¥ % v o ¥ %.Chaque facteur est comprisentre [ et 1, donc le produit

1
est majoré par son premier facteur. Ainsi, 0 < % < % , qui tend vers (1. L'affirmation est

Vvraie.

Corrigé de I'exercice 2 : Equivalents et limites

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. En 0, sin{3z) ~ 3z et In(l+2z) ~ 2z ,car 3z et 2z tendentvers (. De plus,

1 tan © ~ x2.Les équivalents passent au produit et au quotient, donc le quotient est
b

équivalent a -2 =6 La limite vaut 6.
2. D'abord, 1 _ 505(2:1:} N = 92 . Ensuite, 1 arctan x ~ x4 .Lequotient est donc

équivalenta 2 . La limite vaut 2.

3. On utilise |:1—|—:1::|a —1~ oz avec o = %.Comme sin & ~ 1 ,le quotient est

équivalent a % _La limite vaut %

3
1 . + \ . . el —1 r P
4, Onpose ¢ — F o+ qui tend vers )T . L'expression devient — et e — 1 ~» #.Lalimite
vaut 1.
. L (n+1) —=n 1
5. On multiplie par la quantité conjuguée : = = . Or ,
Pie pariad Mguee: un = o iy m ~ Vil t @ ntl ~vm

donc n-+1 4+ v ~ 2v7 . Ici, la somme de deux termes positifs équivalents ne pose pas de

: Vntl + /@ 1( 1 ) - 1
probleme, car —em =3 14541 — 1.Ainsi, Up ™ 5=

Point de méthode : les équivalents s'utilisent sans risque dans les produits et les quotients. Pour une
somme, on revient a la définition en calculant le quotient.

Corrigé de I'exercice 3 : Développements limités usuels

1. Onremplace x par —x dans le développement de %, ce quiestpermiscar —x — 0 :
— d g3  zd
e =1-z+5 -F +5z +o(z?).

2. On applique la formule de (1-|-3:)a avec ¢ % . Les coefficients valent % , puis

1 1yl 1 1 1 341 1
i'(_i)'i = TBoPu i'g—i)'(—i)'é = 16 - Ponc
Vidz =145 -5 +3 +o(=3).

1 1
=% ' 119z = 1 -2z +4x? — 823 + o £3).

3. Onremplace * par —2zx dans

(=)t

4. Onremplace x par —z dans In{l4). Chaque terme -

k
t _Z=  Ainsi,
Vau L INSI

T2 z3

In(l-z) = —=x -5 -5 —%} + o(z%) -



5. Lafonction ch est paire, et ses coefficients sont ceux de e7 d'indice pair. Le terme de degré 5

estnul,donc ch r = 1_|_ +24+0{$5:"

6. On applique la formule avec @ = _1 et la variable —x . Le coefficientd'ordre 1 vaut
1 _ 1 1f 1A 3y 3
—5 X (-1 2 CeIU| d'ordre 2 vaut 2(—2)(—2) = & . Donc
1
T = F +o(s?).

Corrigé de I'exercice 4 : Développement limité en un point

autre que 0

1. Avec £ =1+ h,ona Inz = In{14+A). Par conséquent,

_133
Inz = (z-1) — e 1) h 31) + o((z—1)%)-

2. Avec & = 4 4+ h,onfactorise: .,f4 1L h=2/14 %’ . On utilise ensuite
2
I+u = 1—|—%—%—|—o{u3} avec 1 — %’

/AR = 2(1 + 4 - th) + o(h?).

A2
Pone 7z = 2.4+ 2% - E520 4 of(e-1)?)-

3. Onécrit glth — ¢ . gh. Ainsi, e¥ = e +elz—1)+ %{35—1}2 + %{3:—1}3 + o({,:v—l:lg) .

4, La formule d'addition donne sin( + h) cos h+ 1gsm A . On remplace
2
cosh =1-— % + a(hg} et sinh = h + o{hgj . On obtient

ine =3+ 5(e-8) -4 -2 +o (= 2)

5. D'apres la question 2, la tangente en 4 a pour équation y = 2 4 ‘T%;% , soit = % +1.
)

De plus, I'écart entre la courbe et la tangente est équivalent a _':‘Tg_j , qui est négatif. La

tangente est u — % + 1, et la courbe est localement en dessous.
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Corrigé de I'exercice 5 : Inégalité de Taylor-Lagrange et sinus

1. Lafonction sin estdeclasse % sur [R.Ses dérivées successives en [ valent

0,1,0,=1,0 jusqu'al'ordre 4. Le polynéme de Taylor d'ordre 4 en (0 estdonc x — z3

=
Par ailleurs, 4in(5) — cqg . donc |sin(5]| < 1 sur [R.Ll'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre
5 5
4,avec M = 1,donnealors |sinz —x _|_*%3 < % — % pour tout réel .
_ , : 0,001 , .
2. Pour = = 0,1, on obtient Sm([j!l:] ~ 0,1 — 5 = 0,0998333. .. L'erreur est majorée par

©1° 1075 _
120 = 120 ~

8,3 x 10—8 . Ainsi, sin(0,1) ~ 0,0998333 a moins de 10—7 pres.

1

3. Pour |:r:| < % ,ona |:r:|5 = ™ . Par conséquent, I'erreur est au plus 1

1
) 32 % 120 — 3840
L'erreur est inférieure a TR0 ~ 2,6 x 10— sur tout l'intervalle. Cela explique pourquoi,

sur la figure de I'énoncé, les deux courbes sont indiscernables dans la bande colorée.

Corrigé de I'exercice 6 : Limites par développements limités

1.0Ona sinr = © — %a + o{$3} ,donc ¢ —sinx = ‘%a + 0{3:3:] . En divisant par 3, la

limite vaut

o]l

A 2 .
2. Deméme, T —] — 1 = ‘% + .;:.(;[-;2:1 . La limite vaut % .
L A . . 1 ef —1—x . L .
3. On réduit au méme dénominateur: x — ;7 —7 = (et —1) - Le numérateur est équivalent a
% . Le dénominateur est équivalenta 1 . — 12 .La limite vaut donc % .

4, Pour x prochede [, cosx >0, et {Cog ;]_':j]lf‘lla:g = e;{p(lni%ﬂ) . Or

2
cosz =14 wu avec 7 = —% + o{x?), donc Infcos £) ~ u ~ —%. L'exposant tend

vers —% et I'exponentielle est continue. La limite vaut E_l»‘@ = % .



Corrigé de I'exercice 7 : Taylor avec reste intégral et
logarithme

1. La fonction f est de classe (:3 sur [0, +oo[ . On calcule {t} = 1—|—t'
H . 2
ey = (1+t:|2 et f l:t:l (147 Ainsi, f(0) =0, f (0) = 1 et

f”{[:]:l = —1. Laformule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2 donne :
y 2 y 2
2 (z—t) 2 (z—t)
In(l4+z) =z — %5 / ‘ dt =z — % / dt.
(1+z) 7t A 2 (l—i—t)3 2t A (1+t)3

C'est la formule demandée, valable pour tout = = 0.

2. Soit © > 0 etnotons R(z) lintégrale. Pour % € [0, z], I'intégrande est positive, donc
(a—t)?
(1+41)3

3
R(r) < fl::t?—j:]g dt = %.On obtient bien _%’l‘ <lIn(l+z) < =z _%"‘ _|_%3_

R(zr) > 0. De plus, {1-|-t:|3 > 1, donc < {g:—t}g . Par croissance de l'intégrale,

3. Pour £ = 0,1, le minorantvaut 0,1 — 0,005 = 0,035 . Le majorant vaut

0,095 + w = (0,085333. .. L'amplitude est @ 3,3 X 10—4 , inférieure a

4 x 10—4 .A|n5|, 0,095 < In(1,1) < 0,09534,

4. On applique I'encadrement avec 1 — % puis on retranche % et on multiplie par 12 =0 :

L1 48) %) < -1+

Le majorant tend vers —% . D'aprés le théoreme des gendarmes, la limite vaut —% .

Point de méthode : le reste intégral donne des inégalités valables sur tout I'intervalle, et pas seulement
au voisinage de (1. C'est son grand avantage sur la formule de Taylor-Young.
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Corrigé de I'exercice 8 : Unicité, parité et contre-exemple

n
1. Ecrivons f{:::} = Z L Tk + G'liét?r'”':l .Comme —x — [0 quand 1 — 0, on peut
k=0 n )
remplacer * par —z : fl—x) = Z (—1)% ¢ ok + o(z™) or f estimpaire, donc
k=0
n
f{—$} = —f{@l = Z {_Ck:' ok + C'l:ﬂ?ﬂ:l. Par unicité de la partie réguliere,
k=0
(—l}k Cp = —Cp pour tout % . Pour jk pair, cela donne EC;; = 0. Les coefficients
d'indice pair sont donc nuls. Enfin, f{0) = —f{0) ,donc f(0) = 0.

1. Pour =T ?é 0, |g(z)| < |;p|3,donc %| < |z| — 0. Ainsi, g(r) = o(z?) . Le
développement limité est g(z) = 0+ 0 -z + 022 + o(x2).

2. Sur R¥, 9 estdérivable comme produit et composée de fonctions dérivables. On trouve

g’{ﬁ} — 32 sin(%) - cos(%)- En [, le taux d'accroissement vaut
@ — 2 sin(}—r) , de valeur absolue au plus 2. Il tend donc vers (. Ainsi, J est

dérivable sur R, avec g/{0) = 0.

M) — af
3. Pour = ?é 0, M P sin(}—r) — cos(}—r) . Le premier terme tend vers [ .
1) imi R
En revanche, CDS(E) n'a pas de limite en (. En effet, avec Ty = 35y et
Y = m,quitendent vers (0,ilvaut 1 puis —1.Donc g*’ n'est pas

dérivable en 0 :Il'existence d'un DLqg(0) n'entraine pas la double dérivabilité.

Corrigé de I'exercice 9 : Produit de développements limités

2 E 4
1. Onpartde g% — 1+$+%+%+§—4+o{$%) et de
cogr = 1 — "‘5—2 + % + o(;p‘i} . On regroupe les produits par degré, jusqu'au degré 4 :



b=

|

|
C.QJI—‘

2 .1 1 _ 31
4.1 1,1 _ 1
T* 194 —4Tof = —§

3 4
Donc E$CDS$:1+$—%—%+0(5‘4:|.

2. Le facteur lnl:l-l—:t?:l commence au degré 1 . Il suffit donc de développer 14z al'ordre 2 et
In(14x) al'ordre 3 :

(e8-5)(e =+ D)= (hadhs (= h= Do)
Oor % 21—‘1 Donc itz In(l+z) = = — %—Fo{:ﬁ}

3. Les deux facteurs commencent au degré 1 . Pourl'ordre &, il sufﬁt de les développer a I'ordre

. 3 ]
5. sing =z — ‘% + 1‘:1?2—[] + o z°) et sh r=x +1 +31203+ olli[:?:E} : Lelterme en

120 + 195 120 — 35 = Donc

1 .
— % = [.Celuien 16 vaut 360 T

1
& b 6
sinzshz = 22 — 55 + o(zF).

3 vaut

Point de méthode : chaque facteur qui commence au degré I permet de développer I'autre facteur
P ordres plus bas. On gagne ainsi beaucoup de calculs inutiles.

Corrigé de I'exercice 10 : Composition de développements

limités
1. Onécrit cosx =1+ w avec 1y — 2 -|-24 + o(g;‘ij qU|tend vers [1.Comme
w o= G{:EE} ,ona wud = o{;t:‘i:l ,donc In{14w) = u — ? + o %) . De plus,
ud = %} + g{;p‘ij . Par conséquent, In(cos £) = _%g + %:_4 — %ﬂ‘ + .;:.r:;p‘i) . Donc
rd 4
In{cos z) = -5 -5+ ox%) .

2.0npose 4 = sint = © — ‘%3 + 0{1:3) , qui tend vers (. Ensuite,
e¥=14u+7 u? _|_ us _|_ .;;(3;3} avec u? = z?+o(x3) et w3 = :EB +o(z3) . En
sommant: 14 1 — 6 _|_ _|_ _|_ o{x?).Donc esinT = 1 4 ¢ _|_ _|_ o(z3).
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3. Ici, e¥ — 1, donc on ne peut pas composer directement In{1+4v) avec w = e¥.0n
ef —1

factorise: 1 +e% = 2(1 4+ w) avec 1w = T =5+ %’j + ‘51‘:—23 + o(x3) . Ainsi,

In{l +e%) = In2 + In{l14+w), avec w — 0.Oncalcule 2 = %? + ‘%3 + o(x3) et
3 _ 28 3Y . Alors :
we = g —|—o|:;r; :l ors :

In(L+w) = §+(} - §)o2 + (& - § + 1)e® + o(=?).

4d—3+1

. 2
Le coefficient de 3 vaut 52— = 0.Donc In(l4e®) =In2+5 +F +o(z3).

Corrigé de I'exercice 11 : Développements limités d'un quotient

1. Comme on divise par , il faut développer % —1 alordre 4 : e® —1 = z(1 + v) avec
T, x2  x3 r 1
Y= §-|-€-|-gﬁ —|—3.;:||:;[‘;3:|.DOHC pr— = T 1—’i'_.'—|-’|*_.'2—’i'_.'3-|-0(£3:l.0n
calcule 42 = ‘% + ‘% +o(x3) et 3 = % + o(x3) . Le coefficient de 2 vaut
1 1 ;] f{44-3

1,1 _ - 1,1 1
—% +3 = 15 Celuide g3 vaut —sgz+5—§ = o

— (1. Ainsi,
I

2
mo1=1-5+13+o(«¥):

2.0npose 1y = sint = © — ‘%3 + g(g;"'l) , qui tend vers (. Alors

Hﬁ:l—u—i—ug—uB—i—u‘i—l—o{x‘*}.Ona ugzﬁg—%}—ko{x‘*},

ud = 3 4 0{1?4} et ut =% 4 C'I::L’:'i:l. En regroupant :
1 1 1
T sing = 1—9:;+w2+(6—1)x3+(—3+1)x4+o(a:4),

1 _ o _ Bzd | 2zt 4
Donc 1+Sin$_1—a:—|—a: -5 + 75 + o{z%).

— 14z = z?2 4 o(x2) . La limite vaut donc 1.

. o 1
3. D'apres la question précédente, Tein o

Corrigé de I'exercice 12 : Intégration d'un développement
limité




1. On applique (1+u}_1f2 2 + == 3“2 + o{uﬁ} aveCc 1 — —x2.0n obtient

1 T2 3:1:4 i
s = 1+ 5 +5 + 0{1:4:1 Or arcsin est dérivable sur ]—1, 1], de dérivée cette
fonction, et arcsin D = D Le théoreme d'intégration des développements limités donne

5
arcsinx = « —|— —|— Eﬁj + 0(335}-

2. Pourtoutréel =, 1+ z2>z2 = |z| > —z . Donc ;[;‘—|—-.-"]_—|—;1: ~ [ et s esthbien

définie. Ensuite, la dérivée de 1 + /142 vaut 1+ ~.-"'— 'lj,_ﬂ T En divisant par

£ 4+/1+x2, onobtient s/(x) = 1—:|L—:1:2 :

3. Avec 7 — x2,0na 5’(3:}:1—%2+3§'—l4—|—0{$%}.comme s(0) =Inl=0,o0n

integre terme a terme : 5(@ = r— ‘%3 + E‘:&_%E + 0{335:1 .

4. Par différence, arcsin © — 5{1::] —|— —|— Q(;[;“B:] = = —|— Q{;’]_‘:B:] La limite vaut ]E' .

Corrigé de I'exercice 13 : Fonction définie par une intégrale

1. Lafonction § —y g—t? est continue sur [.D'aprés le théoréme fondamental de I'analyse, &
est sa primitive nulle en (. Elle est donc de classe 1, avec G"{:J:} — e—T2  La relation de

iz iz =«
Chasles donne ensuite f = f_ f.Ainsi, F(r) = G(2=z) — Gx).
T 0

2. Ona G-‘{;@, — e T2 =] -2 4 ‘%4 +o(z?) , en remplagant T par —g2 dans eT.
Comme G(0) = 0, I'intégration donne  G(x) = = — 3 —|- 5 —|- o z3) -

3. Onremplace * par 2x ,quitendvers 0 : G{ﬁ;p} 9 — B3 + 3%55 + { :1 . Par
LN e
+3 3PUS -0 =10

[P ]] ]

différence, les coefficients valent 2 —1 = 1, puis —

Donc F(x) = ?‘Tg 4 2= 31*’*‘75 + 0{335:1

4. Latangente en [ a pour équation ¥ = I De plus, F(;p} — ~ _% , de degré impair.

Cet écart est positif pour x < 0 et négatif pour x > 0, au voisinage de (. La courbe
traverse sa tangente % — < :l'origine est un point d'inflexion.
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Corrigé de I'exercice 14 : Limites plus délicates

3 . 3
1. Ona ta,na::a:—k%—ko{a:g} et 5111:1:::15—%4—0(:1:3}00%
. a o . .
tan T —sin T = % + o{ ) . Les équivalents seuls auraient donné & — &, sans

conclusion. La limite vaut % .

2. On développe
: 3 2 4 2
SlI'l2 r = (;t? — % + OI:,:Egjl) = rd _ % + Q(;E*‘E]:} = I:E(]_ — % + C'I:;EE:I) . Par

conséquent :

2
%:#(1+%+0($2))=$+%+0(1)+

b3 I R

La limite vaut % .

3. Onfactorise : /% _ L/l +1) — /= +l)( 6 _ 1), 00 & = 1_ a:-ll—l = ,:r(,:rl-i—lj . Quand
T — 400, § 3 0,donc ef —1 ~u § ru # . De plus, Elf'@“‘l:' _y 1 . L'expression

est donc équivalente & x2 - é La limite vaut 1.

2
4. Onpose ¢ — % .Alors g ln(l + %) = i( _|_ _|_ 0(13}) % + % + o(tﬁ) .
Ensuite, avec 1y = 2 _|_ =,0na
2 2
ew = 1+w+—+o(tﬂ} = 1-£+%5 4+ 5 4 o(#2) . Donc
" 11
(1 + %) — En + 2}&152 i ( ) La limite vaut E_-f .

Corrigé de l'exercice 15 : Tangente et position de la courbe

1. Letrinéme 1+ £ + £2 apourdiscriminant 1 —4 = —3 < 0, et son coefficient dominant
est positif. Il est donc strictement positif sur [ . Par composition avec |n , f est définie et
de classe (“° sur [E.

2. Onpose u = x + 2, quitendvers 0.Alors In(l4wu) = u — 2 -|- -|- o(x3).0Ona



u? = £2 + 253 + o(x?) et uwd = x3 4 o(x3) . Donc le coefficient de 2 vaut 1 — 1

2!
etceluide 3 vaut —1 4 % . Ainsi, f{;r;:] =z + %? — ET:’FE + 0{333:1 .

. . — . - 2 . o
3. Latangente en 0O a pour équation W = I |'écart vérifie f{g;} —r ‘% , qui est positif

pour I ?é 0 . La courbe est au-dessus de sa tangente % — I au voisinage de [ .

2
4, Onpose £ = —%—kh.Alors 14z +22 = %4—}12 = %(14—%)00”6
2 2
f(—% + h) — ln% + ln(l + %) = 11& + % + o(hg} . Le coefficient de h estnul:la

2
tangente est horizontale, d'équation y = ln% . L'écart est équivalent a % = () . Le point
d'abscisse —% est un minimum local, et méme global puisque 1 + r + x2 = % .

La figure ci-dessous reprend la courbe avec ses deux tangentes. On y voit la courbe au-dessus de

Y = I pres de l'origine, et au-dessus de la tangente horizontale en —% .

1.5
1.0 -
0.5 1
0.0 +-
___'.‘_."'--T,: --------- T T T — y=|n(1+x+x2)
—0.51 e “// -—- tangente y =x
o PR parabole y = x + £
—~1.0 /’, --=- tangentey=1In3
20 -15 -10 -05 00 05 1.0 1.5
X
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Corrigé de I'exercice 16 : Extremum local et point d'inflexion

1.Ona cogxr =1 — %2 + g—‘} + 0{3:4:] . Donc f[i;]::] — % + 0(3:4}, et f{;[::] P % . Ainsi,

fl®)>0 = f(0) pour = £ 0 assezprochede 0.Lafonction f admeten 0 un
minimum local strict.

2
2. Oncalcule  g/(g) = cosz — 1+ 5, donc g/{0) = 0. Pourtant,
sine = — ‘%3 + % + o(x5), donc g(x) ~ % . Ce terme change de signeen (. La
fonction 2 n'admet pas d'extremum en [ : I'origine est un point d'inflexion a tangente
horizontale.

y 3 1 3
3. 0Ona lnli]_—|—;[::| = 1 — % + % —+ 0{1’;3:], donc lgpali:ﬂ:l = (G& - E):L‘E + % + OI(;]:E:I. La
tangenteen [ estdonclaxe ¥ = 0.

p, (z) ~ (a — %) 2> 0 : minimum local strict.

o8] [l

oSi g >

oSi g <« % , le méme équivalent est négatif : maximum local strict.

rd

°Si g =3, @a(x} ~ , qui change de signe : point d'inflexion.

[N L

; sinon, c'est

[Nl

Le point d'abscisse [ est un point d'inflexion si et seulementsi 7 —
un extremum local.

La figure ci-dessous compare f et & présde (0 .Lacourbede [ reste au-dessus de I'axe, alors que
cellede & le traverse en restant tres plate.



— flXx)=cosx+% -1

0.8
— g(X)=sinx—x+£
0.6 1
0.4 1

0.2 -

0.0

—0.2 -

~0.4

20 -15 -1.0 =05 0.0 05 1.0 1.5 2.0
X

Corrigé de I'exercice 17 : Asymptotes d'une racine carrée

1. Letrindbme x2 4+ £ + 1 aundiscriminant égald —3 . Il est donc strictement positif sur [.
Ainsi, [ est bien définie sur [.

2. Pour x>0, onfactorise g2 souslaracine: f(zr) = o1+t + 2 avec ¢ — }T: 0.
On applique 14w =1 -|-% — %ﬂ + g{uﬁ} avec vy — f -+ £2.Comme

ud = t2 4+ o(t?) ,onobtient 14+t 412 =1+ % + (% — %)tﬁ + o(t2) . En multipliant
par r = % D flo) = $+%+%+0(;1T:) en ‘oo,

3. Par conséquent, f(a:} — (;1: -+ %) P % , qui tend vers [0 et reste positif. La droite

y =+ 5 est asymptote en oo, et la courbe est au-dessus.

4. Pour £ <0,ona V2 = |,g;| — —zx.Donc f{g;} = —x/1 + % + £< avec

i = % — 0 .Le méme développement donne f{$} = —x — % — % + 0(,:1_1:)' Pour
r <0, leterme —% est positif. La droite 1y = —x — % est asymptoteen —<o,etla

courbe est au-dessus.
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La figure ci-dessous montre les deux asymptotes. La courbe, qui ressemble a une branche d'hyperbole,
reste au-dessus de chacune d'elles.

7 T
6 —_—y=VXx?+x+1
-==- y=x+1(en +x)
5 1 —=- y=-Xx—j(en —x)
4 -
3 -
D -
1 - N .
-~ s
. rd
0 -
/‘\\
,/ \,,\
—l T T z — T T
-6 —4 -2 0 2 4 6
X
Point de méthode : en —co , l'oublide f/+2 — _ 4 estl'erreur la plus fréquente. Il conduit a une

asymptote de pente fausse.

Corrigé de I'exercice 18 : Asymptote oblique et logarithme

1. llfaut = ?é 0 et 1 + % — ‘TT‘H > (1 - Un tableau de signes montre que ce quotient est positif si

etseulementsi = < —1 ou £ >0.Donc D = ]—oo, —1[ U ]0, +oo].

2. Pour x >0,onécrit f(r) = £2ln(z+1) — 2 1n x . Le premier terme tend vers 0. Le
second aussi, par croissances comparées. Donc  f{z) — 0 en o+ . Ensuite, quand
- -] ET‘H — pt, donc le logarithme tend vers —co , tandis que 2 — 1. Ainsi,



f—0en pt et f =+ —coen _i :ladroite r = —1 estasymptote

verticale.
3. Onpose ¢ — % —s (), aussibienen —oo qu'en —o0 . Alors
t2 | 3 o a_ 1.
In(l+¢) =t -5 +35 + o(£3) . En multipliant par  x2 = vl

1 1 1
f@=2-}+a+0o3) en oo
4. Ainsi, f{;p) — (a: — %) r ﬁ . Cet écart tend vers [ dans les deux cas. Il est positif en oo

et négatifen —co . Ladroite y = r — 5 est asymptote des deux cotés ; la courbe est
au-dessus en o et en dessousen —Co,

La figure ci-dessous résume I'étude. On y voit les deux branches de la courbe, I'asymptote oblique
commune et I'asymptote verticale & = —1.

— y=x%In(1+1)

--=- asymptotey=x—1

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 19 : Le nombre e est irrationnel

1. Lafonction €XP estdeclasse ¢ sur [0, 1], et toutes ses dérivées valent 1 en 0. La
formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 7, entre (0 et 1, s'écrit donc

L 1
- 1—8)" o an
e = Z%—I—f': ﬂ!:' et dt . Ainsi, E_Sn:f( ﬂ!) ot dt.
k=0 0 4

2. L'intégrande est continue et positive sur [0, 1] . Elle est méme strictement positive sur [0, 1] . Son
intégrale est donc strictement positive. De plus, pour & & [D, 1[, ona et « e, donc lafonction

n
continue (l_fj {e—ef} est positive et non identiquement nulle. Par conséquent :
n.
1 ; »
(1-t) (1-t)" e
e -5, <e / nr o at =e (n+1)! (n+1)!
0
0
On a bien D‘iE—Snfiﬁ.
_ _ 1 _ 5 |indgalité 5 € it 22 _0
3. Pour n =2, §q9 = 1—|—1—|—2 = 2.Lmegahtedonne 5—2{6,50|t 5 ::E.Donc

e < 3 . Ensuite, Dﬁie—Sniiﬁ,quitendvers 0.Ainsi, e<3 et S5, = ¢.

4. Soit n > max(g,2).Comme ¢ < n, g divise n!,donc nle = %!p est un entier. De
n

n! _ . N
méme, n! Sy = L1 est une somme d'entiers. Donc [V est un entier. D'apres les

k=0
1
questions2et3, 0 <IN < (ﬂﬂ_i). = ﬂj_l < ﬂ_gl_l < 1,car m = 2 .0raucun entier n'est

strictement compris entre [0 et 1.L'hypothése est absurde: ¢ est irrationnel.

Point de méthode : ici, la stricte positivité du reste est essentielle. Seule la formule avec reste intégral la
fournit directement.

Corrigé de I'exercice 20 : Développement asymptotique d'une




1. Posons P{x) = = +Inx sur ]0, +oof . Elle est continue et strictement croissante, comme
somme de deux fonctions strictement croissantes. De plus, (r) —+ —oo en gt et
P(x) = +oo en 400 . Parle théoréme de la bijection, 10 réalise une bijection de

[0, +oo[ sur R.L'équation (x) = n a donc une unique solution =z, = " 1(n).

2. La réciproque T,EA_l est strictement croissante, donc  £n < L'm41 . Supposons la suite majorée
parunréel A .Alors n = ¥(x,) < (M) pourtout 7, ce quiest absurde. Une suite
croissante non majorée tend vers oo . Ainsi, (z,) est croissante et tend vers —+oo.

In x

= % Comme Iyn —+ +0CO, les croissances comparées donnent
n

n
3. Ona ~T_n:1+
In T,
Tn

i N .
— 0.Donc z. — 1, c'est-a-dire Tm ™~ 1,

4. Onécrit £y, = n —Inzy, et Inx, = lnn—l—ln% . Or % —3 1, donc ln% — [ par
continuité du logarithme. Ainsi, =, = n —Inn +o(l) .

s . , T
5. D'apres la question précédente, Wﬂ =1+ u,, avec Ugy = _lnT” + o(%) . Comme
%: (lnTﬂ),ona unm_lnTﬂ,et U, — 0. Alors
InZ2 _ In® gn reportant dans — ] InZ2
ngq = In{l +uy) ~ouy, v =S p o =n—Inn —Ingy :
Inn Inmn

Ty =n—Inn+ =7 +ol 5

Point de méthode : on améliore le développement par étapes. A chaque étape, on réinjecte le résultat
précédent dans I'équation qui définit la suite.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme, étude complete de
(1+x)~(1/x)

Partie A : comportement aux bornes.

1. Quand r — —1t, In{l4+z) = —co et }T: _y _1 . Le produit M tend donc vers
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+oo,et flr) = +00.Quand £ — 400, M _, () par croissances comparées,
donc f(r) — €% = 1.Ainsi, f — +oo en _{t+ et f —+1len +oo.

2. Notons () = lnu;_‘mj ,quitendvers 0 en -+oo.Alors f(r) —1 = V) 1 wu(z) -
Par ailleurs, 1n{1_|_$:, =Ilnzx+ ln(l + %) , et le second terme tend vers 0 alors que

Inz — +co.Donc In(l+z) ~ Inzx, puis v(r) ~ Iz Ainsi, flo) -1~ bz g
: la courbe est au-dessus de son asymptote % = 1 au voisinage de oo,

Partie B : étude en 0.

1. Comme on divise par x, on développe In{l14) al'ordre 3 :

In{l+x) = = — —|— —|— o(x3). Donc ln(l—i-,:r] 2 _|_ _|_ of £2) -

2. Onécrit flg) = e -e™ avec 1 = —5 —|— —|— o{£2), quitend vers 0. Alors
e =14w+ %2 + .;:.(352:1 ,avec d — ? + g(;pﬁ) . Le coefficient de 2 vaut
s +5=03-0onc f&) = e~z + a2+ o(s2)

3. Le développement a I'ordre 0 montre que f{x) — € en 0 :onprolonge f par f{0) = e.

Ce prolongement admet alors un - DL (0) , donc il est dérivable en 0, avec f'(0) = -5 . La

tangente a pour équation Yy = e — %:E“ . L'écart est équivalent a %1—;;1:3 = (J . La courbe est

au-dessus de sa tangente Yy = ¢ — %:E au voisinage de (1.

Partie C : variations.

1. Sur D, f = ev avec v dérivable, donc f” = v/ { .Oncalcule:

1z —1n(l+2) - (I4z)in(l+z)
z2(14x)

v/(z) 2

Donc f/(z) = f(x) Eztﬁf:rj '

2. Lafonction % est dérivable sur ]—1, +oo[,avec @/(z) = 1 —In(l4+z) —1 = —In(l+4z).
Cette dérivée est positive sur  ]—1, 0] et négative sur [0, +oo[ . Donc ¥ croit puis décroit,



avec un maximum (0} = 0. De plus, ¢’ nes'annule qu'en 0, donc la monotonie est stricte
sur chaque intervalle. Ainsi, @(z) <0 pourtout = F 0.

.sur D, f(©)>0, g2>0et 1 +x>0,donc f'(x) alesignede (z), strictement
négatif. La fonction [ est strictement décroissante sur |—1, 0] etsur ]0, +cof . Avec
le prolongement continu  f{0) = e, elle est méme strictement décroissante sur ]—1, 409 .

. On développe :

¢@) = = - (1+z -5 +0(s2) = 2~ 22+ 5 +o(s2) = —§ + o(s2) . Donc
% — _% et f(x) — e.Parproduit, f'rli;t?‘:l — —%. Cette limite est égale a f’r{D},

calculé en partie B. Le prolongement de | est donc de classe (1 sur ]—1, —I—c::o[ .

La figure ci-dessous synthétise le probleme. On y lit la décroissance, I'asymptote verticale =z = —1,
I'asymptote horizontale ¥ = 1 et la tangente en I:D, E}.

6
: — y=(l +X)lf"x
5 --- tangente y =e —&x
——=- asymptotey=1
x=-=1
4 §) 8 10
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1

Le cours : développements limités, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur développements limités

A maitriser avant : Dérivation et accroissements finis, Intégrale de Riemann et calcul de primitives

Chapitre précédent : Equations différentielles linéaires

¢ Chapitre suivant : Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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