Exercices de maths en L1

Déterminants

Exercice 1 : Signature de permutations

Dans St , on considere la permutation & définiepar (1) = 3, ¢(2) =5, ¢(3) =4,
T =1
)2
o(4) =1 et o5) = 2, représentée ci-dessous. On considere aussi le cycle ,3
4
1

5)

départ i

o ® o ® @ arrivée o(i)
1 2 3 4 5

1. Décomposer ¢ en produit de cycles a supports disjoints, puis en produit de transpositions. En
déduire (o).

2. Compter les inversions de & et retrouver E{J:I.
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T =1
2) (2
3. Vérifier que ,3)(3  etdonner &(7).
4@
5)

4. Calculer ¢ o T, le décomposer en cycles disjoints et vérifier que &(o o 7) = &{o) (7).

5. Donner sans calcul E{J_l) et EI:I:TQ:I.

Exercice 2 : Déterminants d'ordre 2 et 3

Calculer les déterminants suivants, puis préciser lesquelles des matrices correspondantes sont inversibles.

Dy = |[\ray?] ‘, D4 =|cosf —sinf sinf costré |

Exercice 3 : Calcul par opérations élémentaires

Calculer les déterminants suivants par la méthode du pivot, en justifiant chaque opération.
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Exercice 4 : Développement selon une ligne ou une colonne

1. Calculer, en choisissant judicieusement la ligne ou la colonne de développement,
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2. Pour x £ R, calculer f(,:v} = en développant selon la premiere ligne.

O —5

3. Pour quelles valeurs de I la matrice correspondante est-elle inversible ?

Exercice 5 : Base ou non selon un parametre

Pour m € R,onpose t; = (1,1,m), uy = (I, m, et ug = (m,1,1) dans R3,

1. Calculer dfgt'iula Un, ”3:' ,o0u B estlabase canonique, et le factoriser.
2. En déduire les valeurs de % pour lesquelles (’ul, Un, ug} est une base de [R3.

3. Pour chaque valeur exclue, donner une relation de dépendance linéaire explicite.

Exercice 6 : Résolution d'un systeme de Cramer

On considere le systeme

r+y+2=06
20—y + 2z =
r+ 2y — 2z

3
2

1. Montrer que c'est un systeme de Cramer.
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2. Le résoudre a l'aide des formules de Cramer, puis vérifier la solution.

Exercice 7 : Aire d'un parallélogramme et d'un triangle

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct. On considere les points  A(1,1}, B(5,2},
C(2,4) et E(9,3), placés sur la figure ci-dessous.

C(2,4)
®
E(9, 3)
o

B(5, 2)
o

1. Calculer det{ﬁ, E} . La base {E! E} est-elle directe ?

2. Déterminer le point I} telque ABIN soit un parallélogramme, puis son aire.
3. En déduire l'aire du triangle 4 BC .

4, Lespoints 4, B et F sont-lsalignés?

Exercice 8 : Formes bilinéaires alternées du plan




Onnote B = {El, Eg} la base canonique de RZ et, pour £ = {:t?l, :J:g:l et ¥ = ':’ylj yg},
dﬁt{:ﬂ, :l = I Yy~ Tq Wy

1. Soit % une forme bilinéaire alternée sur [R<2. Montrer que @{EE, E‘l) = —f,fi'(E‘l, E‘Ejl , puis que
© = (e, eq) dfgt , sans utiliser le théoréme général du cours.

2. Les applications f{ﬂﬂ, y} = 25’31 Yo — 2353 Yy et Q"@a y:l = %1 Yy sont-elles des formes
bilinéaires alternées ? Le cas échéant, écrire la forme comme multiple de dfgt :

3. Montrer que toute forme trilinéaire alternée sur [R2 est nulle.

Exercice 9 : Propriétés algébriques du déterminant

Soit n>1et A€ My(R).

1. Onsuppose A antisymétrique ( 4T — _— A)et 7 impair. Montrerque det 4 = 0.
o 1 -2
2. Vérifier ce résultat par un calcul direct pour 4 = | 3
1
2 -3 0
3. Montrer que si 7 estimpair, il n'existe aucune matrice A € M, (R) telleque 42 = —T,, .

Donner un exemple pour 1, = 2.
4. Montrer qu'une matrice nilpotente ( 4¥ — ¢ pour unentier g = 1) a un déterminant nul.

5. Montrer que deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Exercice 10 : Déterminant de quelques endomorphismes

Calculer le déterminant de chacun des endomorphismes suivants et dire s'il est bijectif.
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1L t:M — MT sur My(R).

2. y:P — P+ P sur Ry[X].
3. w:P — P(X +1) sur Ro[X] ;on donnera sa matrice dans la base (1, X, X2},
4, La symétrie s de [R?Z parrapportaunplan F', parallélement & une droite (7

supplémentaire, puis la projection P sur F' parallelementa & .

Exercice 11 : Inverse par la comatrice

Soit A :(

—
[ Rl (8

— =i
e

1. Calculer det A .
2. Calculer les neuf cofacteurs de A et écrire com(A).

3. Endéduire 4—1 etvérifierque A4 A—1 = J5.

Exercice 12 : Systeme de Cramer a parameétre

Pour m £ R, onétudie le systtme mx +y = 2, = +my = 2.

1. Pour quelles valeurs de . est-ce un systeme de Cramer ? Donner alors la solution.
2. Résoudre le systeme dans les cas restants.

3. Interpréter géométriquement les trois situations a l'aide des deux droites d'équations
me+y =2et r+my =2,



Exercice 13 : Un déterminant tridiagonal

Pour m > 1 ,onnote I, le déterminant de taille 7 dont les coefficients diagonaux valent 2, ceux
situés juste au-dessus et juste au-dessous de la diagonale valent —1, et tous les autres valent 0.

1. Calculer D, Dq et Iig.
2. Montrerque D'y, = 200, 1 — D, o pour n > 3, puisendéduire D,.

3. Onnote 4, le déterminant tridiagonal de taille 7 de diagonale 1, de sur-diagonale 1 et de sous-
diagonale —1. Etablir une relation de récurrence et exprimer A, & l'aide de la suite de Fibonacci
Fi1=F9=1, Frqa = Fr41+ Fi.

Exercice 14 : Déterminant de Vandermonde numérique

1. Calculer de deux facons : par opérations élémentaires, puis en reconnaissant un

1
1
1

1
3
9
and

< HEbI—

déterminant de ermonde.

2. Pour a,b,c € K, montrer directement, par opérations sur les colonnes, que

1 a a2
1 b
B2 = (b—a)lc —a)lc —b).
1 ¢ &c2
1 1 1 1
3. Calculer % % % g,
1 4 16 6

Exercice 15 : Matrice a diagonale constante

Soit n > 2 et a,b € K.Onnote Ay,(a,b) lamatrice de taille 7 dont les coefficients diagonaux
valent @ et tous les autres valent §.
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1. Montrer que det A, (a,b) = (& + (n—1)b)(@ — b}ﬂ_l -
2. Retrouver lerésultatpour n =4, a =2, b =1.

3. Soit J, la matrice dont tous les coefficients valent 1. Déterminer les réels } pour lesquels
Jp — AT, n'est pasinversible.

Exercice 16 : Matrices entieres inversibles

Soit A € M, (Z), c'est-a-dire une matrice carrée a coefficients entiers.

1. Justifierque det 4 € & .
2. Montrer quesi A estinversibleet A—1 ¢ M. (Z), alors det A € {-1,1} .

3. Réciproquement, montrer que si det 4 = 41, alors A estinversibleet 4—1 esta
coefficients entiers.

4. Appliquer aux matrices ([Rra;r?] % g;g ,}) et ([l"-,ll'aj.?'?] g g é ,}) , en calculant leurs inverses.

Pour n > 2,onnote w € .S, lapermutation définiepar w(z) = n +1—=%.

1. Compter les inversions de @ et en déduire g() = {_1}”':”_1:'f3.

2. Ecrire @ comme produit de |_ n/ﬁ J transpositions a supports disjoints. En déduire une seconde
expression de £{w) et vérifier la cohérence pour n = 2,3,4,5 .

3. Soient @, .- @n € K Calculer le déterminant de la matrice dont le coefficient
(z,n +1—1) vaut @; pourtout %, tous les autres étant nuls.



Soit n > 2 et A € M,(K).Onadmet qu'une matrice de rang 7 > 1 posséde une sous-matrice
carrée de taille T inversible.

1. Onsuppose A inversible. Montrer que det{com A} = {det A}”_l et que
com(A) = det(d) (A—D7T.

2. Montrerquesi rg A < n —2 alors Com{A} =10.

3. Onsuppose rg A = n —1. Montrerque rglcom A) = 1.
1 2 3
4. Vérifiersur A = % 5 6 | encalculant com{A}.
g 3

5. Pour n = 2, exprimer com{com A:l en fonctionde A .

Exercice 19 : Déterminant triangulaire par blocs

Soient p,g =1, A€ Mp(K), B € Mg(K) et C € Mypg(K).Onpose
L A&C
M = ([ﬁ'\raﬁr-]g R 1})

Ip &0 48C \
1. Montrer que det| [\ary?] 0 & B( = det B et det|[\ary?]p, 0] = det A.

Ipé0
2. Verifierque M = ([\ar;r?] 0& B()(D‘MF?J aigf}gm) et en déduire
det M = det Adet B.

-1

3. Calculer %
3

O CObD
[l it L Tk 4

T —
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4. Montrer par un contre-exemple qu'en général

det ([\ray?] 4%5 ,}) + det A det D — det Bdet C .

Pour Gq,.---0n € R avec n > 2, 0nnote V{fll, e lp) = dEt(ﬂ;ﬂ_l)l <)< n.

Partie A : une autre preuve de la formule. On suppose %{s-- - %,__1 deux a deux distincts et,
pour £ € R,onpose Plxr) = V(ay,..,a, 4, 7).

1. Que vaut V{al, “ey flﬂ:l sideux des &, sont égaux?

2. En développant selon la derniere ligne, montrer que P est une fonction polynomiale de degré au
plus n — 1, de coefficienten £n—1 égala V(al, ey an_l].

3. Déterminer 7 — 1 racinesde F , puis en déduire que

n—1
Pz) = V{ay,.. a0, 1) l:[l (r-a,).

4. En déduire par récurrence que Viay, .-y on) = H (aj" B af} , puis que
l<eCy3<n
n—I1
V(L2,..,m) =[] ¥.
k=1
Partie B : interpolation. Soient Tgi- - %4 des réels deux a deux distincts et ¥ps-- ¥4 des

réels quelconques.

1. Montrer qu'il existe un unique polynéme P € Rq[X] telque Pzy) = Yy pour tout k.

2. Déterminer le polyndme P de degré au plus 2 qui passe par les points (0,1}, (1,3) et
(2,7) représentés ci-dessous.



points imposeés au polynédme P de degreé au plus 2
8 -
®(2,7)
6
> 4 -

o (1,3

2 -

¢ (©,1)
0
-1 0 1 2 3
X
Partie C : indépendance des exponentielles. Soient A1, ... A, des réels deux a deux distincts et
friz— etk T

T
1. On suppose que Z CL f}: = 0 sur R.Endérivant 7 fois puis en évaluant en 0, écrire un

systéme linéaire vérifié par (€1y.. 4 Cn).

2. En déduire que la famille l:fl, -y fn:l est libre.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loinen L1

Le cours : déterminants, cours de maths en L1

Les solutions : corrigé des exercices sur déterminants

A maftriser avant : Matrice d'une application linéaire et changement de base

Chapitre précédent : Matrice d'une application linéaire et changement de base

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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