Cours de maths en L1

Déterminants

l. Le groupe symétrique et la signature

Le déterminant repose sur un objet combinatoire : les permutations. Nous commencons donc par elles.
Dans tout le chapitre, 7 désigne un entier naturel non nul et [ désigne [ ou .

1. Permutations et transpositions

On appelle permutation de {1,- ﬂ} toute bijection de cet ensemble dans lui-méme.
L'ensemble de ces permutations, muni de la composition, est un groupe noté &, : c'est le groupe
symétrique. Il posséde n! éléments et n'est pas commutatif dés que n = 3.

Parmi les permutations, certaines sont particulierement simples. Elles servent de briques élémentaires.

(2

)

échange 7 et 7 et fixe tous les autres
{5‘1

414 (4 , - a ,

éléments. Plus généralement, si %1:- - -+ %p sont distincts, le cycle : 2 envoie @7 sur g,

:’Ip:'
@5 sur @3, et ainsi de suite jusqu'a p, qui est envoyé sur &1 . Les autres éléments sont fixes.

L'entier P estla longueur du cycle.

Soit é?é 7 dans {l,... 7} .La transposition
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Théoreme :

Toute permutation de .Sy, est un produit (une composée) de transpositions. En particulier, le cycle

{5‘1
I:al :’13:' {G’E
o s'écrit , la composition se lisant de droite a gauche.
]a-p:l ’QB} - liﬂtp_l

Démonstration :

=
3
S

On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 1, l'identité est le produit vide. Supposons le
résultat vrai pour 7 — 1 etprenons @ € S, .Si JI:TI!;I = n ,alors & induit une permutation

T =(n

de {1, fs4.. .}, n—l} , et I'hypothese de récurrence conclut. Sinon, posons { :':' . Ainsi
,Tin

T o0 fixe 7, donc c'est un produit de transpositions. Enfin ¢ = T o (7 0 g}, car

7 o1 = id . La formule pour un cycle se vérifie en suivant I'image de chaque g .

2. Signature d'une permutation

La décomposition en transpositions n'est pas unique. En revanche, la parité du nombre de transpositions
ne dépend que de la permutation. C'est I'objet de la signature.

Définition :

Uneinversionde o € S, estuncouple (3, 7) avec ¢ <7 et o(z)>o(7).S5i N
désigne le nombre d'inversions, la signature de ¢ est g(g} = {—1)N(g:'.0n dit que & est
pairesi &(g) = 1, impaire sinon.

Pour compter les inversions, un dessin aide beaucoup. On relie chaque 3 de la ligne du haut a cr{i:l
sur la ligne du bas. Chaque croisement de deux fleches correspond alors a une inversion, comme le



montre la figure ci-dessous pour & définiepar o(l) = 2, o(2) = 4, o(3) =1 et o4) = 3.

départ i

3 croisements
= 3 inversions

) ® ® ® arrivée o(i)
1 4

Pour cette permutation, les inversions sont (1,3}, (2,3) et (2,4).Donc N{o) = 3 et
(1

(o) = —1.Duailleurs, ¢ estle cycle’
1

4 de longueur 4, produit de trois transpositions.

3)

Pourtous o, € §,,0ona elo oof) = elo) e(o’) . Autrement dit, € est un morphisme de
groupes de 5, dans {—1, 1} . De plus, toute transposition a pour signature —1, et un cycle de
longueur ¥ a pour signature {—1}1'3_1 .
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, _yr o) — o) N

D'abord, on vérifie que eo) = H 75—+ .Eneffet, ¢ permute les paires {z, 7}, donc
T < 4

le produit des numérateurs vaut, au signe pres, celui des dénominateurs. De plus, un facteur est

négatif exactement pour une inversion.

ala’(7) — ala’l))

Ensuite, on écrit (g © o/} comme le produit de H T e —als) etde g(of) . Le
T < 4
o(b) — ala)
 b—a

[gﬂmE{g} ﬁ\Prl:'“mE ](j}} parcourt toutes les paires, le premier produit vaut 6{0}

T="{
_ \7) o

1<k <g7.llyena E{j — 1 — 1) + 1, nombre impair. La formule pour un cycle découle alors
de sa décompositionen # — 1 transpositions.

quotient est symétrique en @ et § . Par conséquent, lorsque

Enfin, pour avec % < 7 ,lesinversionssont (z, 7),les (2, k) etles (k, 7) avec

Pour calculer la signature d'une permutation, on la décompose en cycles a supports disjoints en

suivant les images successives de chaque élément. On multiplie ensuite les signatures {-1}19_1

des cycles. Le comptage des inversions reste une vérification commode pour les petites valeurs de
T,

Il. Formes n-linéaires alternées

Soit & un [K -espace vectoriel de dimension 7i. Nous cherchons une fonction de 7 vecteurs qui
mesure un « volume orienté ». Elle doit étre linéaire en chaque vecteur et s'annuler sur une famille liée.
Ces exigences conduisent a la notion suivante.

1. Définitions et premieéres propriétés




Définition :

Une application ¢ : E™ — [ estune forme 7 -linéaire si elle est linéaire par rapport a
chacune de ses variables, les autres étant fixées. Elle est alternée si @{xl, “ey :rn:l = 0 dés
que deux des vecteurs T, sont égaux.

Propriété :

Soit % une forme 7t-linéaire alternée sur FE .

Elle est antisymétrique : échanger deux vecteurs change % en son opposé.

Pourtoute o € S, fp{a:milj, - :rg(ﬂ)} = e(o) p(zy,. . Tn) .

Si la famille {351, .o Ty estliée, alors (p{a:l, e Eg) =0,

La valeur de ¥ ne change pas si I'on ajoute a un vecteur une combinaison linéaire des autres.

Démonstration :

Développons @(. . ., & +¥,.., & +¥,...) = 0 parbilinéarité. Les termes en (x, =) et
(y,y) sontnuls,donc (..., %,.. 5%, ...0 = —@( ., ¥, ..., T, ... .Ensuite, on écrit o
comme un produit de transpositions : chacune multiplie la valeur par —1, d'ou le facteur E{J}.

Si la famille est liée, un vecteur, disons <E , est combinaison linéaire des autres. En développant
par linéarité en la K -iéme place, chaque terme contient deux vecteurs égaux, donc il est nul. Le
dernier point s'obtient de la méme facon.

2. Le théoreme fondamental

Le résultat central du chapitre affirme que ces formes sont toutes proportionnelles. C'est lui qui permet de
définir le déterminant sans aucune recette de calcul.

Théoreme :
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Soit B = I:E‘l, Cn Eﬂ:l une base de F . Il existe une unique forme 7% -linéaire alternée dﬁt

i1
telle que dfat':fla N En:' =1 g; it?j- = Z :Eéj €, pour tout 7, elle est donnée par la

=1
formule
T
dgt($1, oy Epy) = E £(o) H T () i
oec S, 71=1
De plus, toute forme 7 -linéaire alternée % sur & vérifie ¥ = fP':El: SR Enj‘ dfat. L'espace

de ces formes est donc une droite vectorielle.

Analyse. Soit % une forme 71 -linéaire alternée. Par linéarité en chaque variable, fp{:tﬁl, Cey :t‘:n}
est la somme, sur toutes les applications f de {1,... n} dans Iui-méme, des termes
b ... e ey B i - iniecti 2
FO1 flm n ‘P( Fr f(ﬂ):' .Si f n'est pas injective, deux vecteurs sont égaux et
le terme est nul. Il reste donc les permutations &, pour lesquelles
@{Egﬂ): s Eg(n:,:' = &lo) ‘F":El: .+ €n) . Cela donne la formule annoncée et I'unicité.

Synthese. La formule définit bien une forme 7 -linéaire, car chaque produit contient exactement une
coordonnée de chaque ¥ .Ellevautlsur B ,carseul ¢ = id donne un terme non nul. Enfin,

= (k
4

chaque permutation paire une permutation impaire, avec le méme produit. Les termes se compensent

supposons Fr = L1 avec k ?é [ et notons . L'application & — ¢ o T associe a

donc deux a deux, et la forme est alternée.

En dimension 2, la formule donne dfgt'(”: v) = Uq Un — Un Yy, Géométriquement, dans le plan muni

de sa base canonique, c'est I'aire orientée du parallélogramme construit sur % et . La figure ci-
dessous l'illustre pour w = (3,1) et v = (1,2) :ontrouve 3x2—-1x1=25.



3.0 -

2.5 1

2.0 1

1.5 1

1.0 1

0.5 -

v=1(1,2)

e =|det(u,v)|=5

0.0

-0.5

Le signe indique l'orientation. Ici det{w,v) = 5> 0 :onpassede 4 & % entournantdans le
sens direct. En revanche, det{v, w) = —5. En dimension 3, de méme, la valeur absolue du
déterminant est le volume du parallélépipede construit sur les trois vecteurs.

Ill. Déterminants d'une famille, d'un endomorphisme, d'une

matrice

1. Déterminant d'une famille de vecteurs

Le nombre dﬁt{:ﬂl, S 3511:' est le déterminant de la famille dans la base 1B . Il dépend de la base,
mais de fagon tres controlée.
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Proposition :

_ I
Soient B et B’ deux basesde K .Alors CE*} = CE}(B:' d§t et Clig}':ﬂ} dfgt'(B )=1
Par ailleurs, une famille (33‘1, S iﬁﬂ} de 7 vecteurs est une base de F si et seulement si

dﬁt{a:l, e T ?é 0.

Démonstration :

det
BY ;
l'appliquanta ', on obtient 1 = %}(B:' dfgt'(ﬂ :' . Si la famille est liée, son déterminant est

La forme est 7. -linéaire alternée, donc le théoreme fondamental donne la premiere égalité. En

nul. Si c'est une base &/, le produit précédent vaut 1, donc dﬁt(BI:‘ ?é 0.

Dans R2, les vecteurs (2,3) et (4,6) ontpourdéterminant 2x 6 —3x 4 = 0 :ils sont
colinéaires. Enrevanche, (1,2} et (3,5) donnent 5 —6 = —1, donc ils forment une base.

2. Déterminant d'un endomorphisme

Soit 4 un endomorphisme de F . L'application I135“1: Y dﬁt{”{ﬁl}: o U ) est
encore T.-linéaire alternée. Elle est donc proportionnelle a dgt , et le coefficient ne dépend pas de la
base choisie.

Définition :

Le déterminant de 1w est I'unique scalaire det 1 tel que, pour toute base 1B et tous vecteurs



‘1:1]"']'1:':"1,

dgt(u(:nl), s u(x,)) = detu - dgt(:x:lj ey T )

En particulier, det u = dgtiﬂiﬁl}: sy “(En}:‘ .Dans le plan, det w est donc le facteur par lequel

% multiplie les aires orientées. Comme le montre la figure ci-dessous, I'endomorphisme de matrice

(Mrey?1 252,

3.0 1

2.5 1

2.0 -

1.5 -

1.0

0.5 -

}) transforme le carré unité en un parallélogramme d'aire 3.

u(ey) =(1,2)
aire 3 =detu

u(e1)=(2,1)

0.0

—0.5 1

Théoreme :
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Soient u et % deux endomorphismesde & et X £ K.

o det(idg) =1let det(hw) = A" detu.
o detfuov) = detwu-detwv.

e U est bijectif si et seulement si det w ?é 0, et alors det{u_l) _ 1

det u’

Démonstration :

Pour le produit, on applique deux fois la définition :
det(uv(e;)), . . ) = detw-det{u(ey),.. ) = detu-det v gnsuite, u estbijectif si et
seulement si {U{El}, cy U{Eﬂ}] est une base. D'aprés la proposition précédente, cela équivaut a
det u % 0.Enfin, detwu -det(u—1) = det(idg) = 1.

3. Déterminant d'une matrice

Le déterminant de 4 = ':ﬂi'j,‘:' € M, (K) est le déterminant de ses colonnes dans la base
canonique de K" :

T
det A = Z e(o) H a0 4) 5
g€ S, j=1

On le note aussi en remplacant les parenthéses de la matrice par des barres verticales.

Pour m = 2,onretrouve %11 %53 — %91 %19 . Pour n = 3, la somme comporte six termes, trois
positifs et trois négatifs. Au-deld, la formule devient vite inutilisable : 5y, compte x! éléments. Elle
sert donc surtout aux démonstrations.

Théoreme :



Soient A, B € M, (K)et XckK.

o det(AB) =det A-det B et det() A) = A" det A .

. det{AT} = det 4 .

o A estinversible si et seulementsi det A ?é 0, etalors det(A_l} = de11: 7
¢ Si A estlamatrice de u dans une base quelconque, alors det 4 = det u .

Démonstration :

Le déterminant de A est celui de I'endomorphisme canoniquement associé. Les deux premiers
points et le troisieme viennent donc du théoreme sur les endomorphismes. Pour la transposée, on

Ty — . .
écrit det(A%) = ; e(0) H %5 5(5). Onpose = o(7) dans le produit : il devient
J
H So—1():.0r e(oc™1) = £(o) et g — g—1 estune bijectionde S .Par conséquent,
%

la somme vaut det A .

Le déterminant n'est pas linéaire : en général det{A + B:I ?é det A + det B. Par exemple,
det(fy+ Iq) = 4, alorsque det Jg+detip =2,

1IV. Calcul pratique d'un déterminant

Grace a I'égalité det{AT} = det A , tout ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes. On
dispose alors de deux outils : les opérations élémentaires et le développement.

1. Opérations élémentaires et matrices triangulaires
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Propriété :

Echanger deux lignes (ou deux colonnes) change le déterminant en son opposé.

Multiplier une ligne par A multiplie le déterminant par 2 .

Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes ne change pas le déterminant.
Le déterminant d'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

Démonstration :

Les trois premiers points traduisent le caractere #i-linéaire alterné. Pour une matrice triangulaire
supérieure, %g(5y 5 = 0 desque o(7) > 7.0rla seule permutation vérifiant &(7) < 4 pour
tout 7 est l'identité. Il ne reste donc que le produit diagonal.

Méthode :

Pour calculer un déterminant par la méthode du pivot, on fait apparaitre des zéros sous la diagonale
par des opérations L; + L; + A L, qui ne changent rien. On note chaque échange de lignes
(facteur —1) et chaque facteur mis en évidence. Enfin, on multiplie les coefficients diagonaux. Il est
souvent utile d'ajouter d'abord toutes les colonnes a la premiere.

Avec Ly ¢ Lo — 2L puis L3 + L3 —3L1, on obtient

1 2 1 1 2 1
29 3| =01 1| =
3 7 6 O 1 3

la derniére étape étant L +— L3 — Ln.

OO

Ly !

D) ==
|
o




2. Développement selon une ligne ou une colonne

Définition :

Soit A € M, (K) avec n > 2.Lemineur 4y estle déterminant de la matrice A4
obtenue en supprimant la ligne 3 et la colonne j . Le cofacteur de aq’j est

Cy = ':_1:'2—“] Ay

Le signe (_1}'*:"‘11" se répartit en damier, en commencant par un signe plus en haut a gauche. La figure
ci-dessous le rappelle pour 1 = 4.
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=4 | = |+ | = | +

signe du cofacteur : (-1)'*/

Théoreme :

Pour tout indice de colonne 7 et tout indice de ligne 3,
A n
1=1 7=1

La premiere formule est le développement selon la colonne 7, la seconde selon la ligne 3 .




Démonstration :

det A = Za D

La colonne 7 vaut Z %45 €4 . Par linéarité, J,ou Dyj estle
1

déterminant de 4 dont la colonne j est remplacée par . Amenons cette colonne en premiere
position par j — 1 échanges de colonnes voisines. De méme, amenons la ligne 3 en téte par

3 — 1 échanges. On obtient un facteur {_1}*"1"- et une matrice de premiere colonne €1, qui
contient A4y en bas a droite.

Dans la formule du déterminant de cette matrice, seules comptent les permutations qui fixent 1. Elles
s'identifienta 5,1, avec la méme signature. Ainsi Dy = {—1}1"'5' Ay =Cy
développement selon une ligne s'en déduit par transposition.

On développe selon la deuxieme colonne, qui contient deux zéros :

— o

0 1 242 3&1
— 4% (—1 —4x 5 =20
$ 3 x (=1) ‘[\”y 1&2’}‘ x

3. Deux déterminants remarquables

Certains déterminants dépendent de 7. On les calcule alors par récurrence, en combinant les deux outils
précédents.

Méthode

N
T

Pour un déterminant tridiagonal I}, , de diagonale @, de sur-diagonale { et de sous-
diagonale ¢, on développe selon la premiere ligne, puis on développe le second mineur selon sa
premiere colonne. On obtient la relation de récurrence linéaire d'ordre 2

Dn = Dn—l — bc Dn—?*
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On calcule alors I} et Llq, puis on résout la récurrence avec I'équation caractéristique
rid = ar —be .

Définition :

Pour Gj;-..Gn € K le déterminant de Vandermonde est
V(g .. nan) = dEt(ﬂr{;ﬂ_l)l <14,5<n- Saligne ¢ est (L,a, a?, e az’*_l} .

Théoreme :

Viay,..,an) = H (G’j —a;).
1<:i<3<n

En particulier, V{aq,. .. ayz) ?é 0 sietseulementsiles %; sont deux & deux distincts.

Démonstration :

Oneffectue €5 = €5 —a; €51 pour 7 allantde 7 & 2. Celane change pas le
déterminant. Le coefficient de la ligne 7 etdelacolonne 7 > 2 devient fléj_gl:ai; — th:l , et

la premiére ligne devient {1, 0,. . ., 0). On développe alors selon cette ligne. Puis on met
&, — %1 en facteur dans chaque ligne % > 2. Il vient

T
Viay,..,a,) = H (a;, —aq) - V(ag, .., ap),
1 =2

et une récurrence sur 7. conclut, puisque V(@) = 1.




V. Comatrice et formules de Cramer

1. Comatrice et formule de l'inverse

Définition :

La comatrice de A £ Mnl:ﬂ{:l est la matrice com{A} = {C@'} de ses cofacteurs.

Théoreme :

Pour toute matrice A € M, (K),
A com(A)T = com(A)T A =det(A) 1.

Par conséquent, si A est inversible, 4—1 = ﬁ com(AjT.

Démonstration :

Le coefficient (7, k) de A com(A4)T vaut Z %5 Cki si 5=k, cestle développement
J

de det A selonlaligne z.Si % 7/: k , c'est le développement selon la ligne % de la matrice
obtenue en remplacant la ligne j% de A parsaligne 3 . Cette matrice a deux lignes égales, donc
son déterminant est nul. L'autre produit se traite de méme avec les colonnes.

Pour m = 92, on obtient la formule bien connue :si ad — bc ?é 0,
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(way?1 2 =})_l = sa e (Naryn 25 =0 )

—c & a=

2. Formules de Cramer

Un systeme linéaire de 7. équations a 7 inconnues, de matrice .4 inversible, est appelé systeme de
Cramer. Il admet une unique solution, et le déterminant permet de I'exprimer directement.

Théoreme :

Soit A inversible, de colonnes C'1,...,Cy et B £ K™. L'unique solutionde AX = B
est donnée par

det(CI? ceay Cj—l? B? C_?—|—1} cny Cﬂ) .
T = ot A pour 1 < 57 < n.

Démonstration :

L'égalité AX = B s'écrit B = Z TE Ck . On remplace Cj par cette expression dans le

numérateur. Par linéarité, on obtient i}:: Tr dEt{Cla oy Oy ey Cn:' ,ou Cr occupe la

place 7.Pour k ?‘3 7 ,lacolonne C't apparait deux fois, donc le terme est nul. Il reste
T, det A4

Géométriqguement, en dimension 2, remplacer %1 par b = Ty dq + T'q Gn multiplie I'aire orientée
par T1. La figure ci-dessous le montre avec @1 = (2,0), ay = (1,2) et b = (5,2) : les aires
valent 4 et 8, donc £y = 2.



det(b, a,) = 8

Résolvons 2T 4+ vy = 5 et = + 3y = 5. Le déterminant du systtmevaut 6§ —1 = 5, donc

B 3—1X5 _ axb—5bxl1

c'est un systeme de Cramer. Ensuite, © —= 5 =2et y= 5 =1.

Remarque :

Les formules de Cramer ont surtout un intérét théorique. Par exemple, elles montrent que la solution
dépend continlment des coefficients. En pratique, dés que 7 = 3, la méthode du pivot demande
beaucoup moins de calculs.

Ce qu'il faut retenir

« Toute permutation est un produit de transpositions, et la signature £ est un morphisme de 5,
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dans {—1,1}.

Un cycle de longueur P a pour signature {—1}1'5’_1 ; une transposition a pour signature —1.

En dimension 71, les formes 71 -linéaires alternées forment une droite, engendrée par dgt .

Une famille de 71 vecteurs est une base si et seulement si son déterminant dans une base est non

nul.

det(AB) = det Adet B, det(AT) = det A et det(A A) = A" det 4 .

A estinversible si et seulementsi det 4 ?é 0.

On calcule par opérations élémentaires (pivot) ou par développement selon une ligne ou une
colonne, avec les signes {_1:F+J‘ .

Un déterminant tridiagonal vérifie une récurrence linéaire d'ordre 2 ; le Vandermonde vaut

H . (aj —a,),

g <l g

A com{A}T = det(Ad) I, d'ou A-1 —

de11: i COI‘HI:A:IT, puis les formules de Cramer.

Questions fréquentes sur déterminants

Pourquoi le déterminant d'une matrice non carrée n'existe-t-il pas ?

Le déterminant est défini a partir des formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n, évaluées
sur n vecteurs. Une matrice a n lignes et p colonnes fournit p vecteurs de dimension n : il faut p = n pour
que la construction ait un sens. D'ailleurs, seule une matrice carrée peut étre inversible, ce que le
déterminant sert a tester.

Faut-il calculer un déterminant avec la regle de Sarrus ou en développant ?

La regle de Sarrus ne vaut que pour les matrices de taille 3 et ne se généralise pas. Au-dela, on combine
les opérations élémentaires, qui créent des zéros, et le développement selon la ligne ou la colonne qui en
contient le plus. Pour une matrice de grande taille, la méthode du pivot est de loin la plus rapide.

Est-ce que det(A + B) = det(A) + det(B) ?



Non, le déterminant n'est pas linéaire en la matrice : il est seulement linéaire par rapport a chaque
colonne séparément. Par exemple, det(2l_2) = 4 alors que det(l_2) + det(l_2) = 2. En revanche, il est
multiplicatif : det(AB) = det(A) det(B).

A quoi sert la signature d'une permutation dans ce chapitre ?

Elle donne le signe de chaque terme dans la formule générale du déterminant. Elle explique aussi pourquoi
échanger deux colonnes change le signe, puisqu'une transposition a pour signature -1. Enfin, elle permet
de calculer directement le déterminant d'une matrice de permutation ou d'une matrice anti-diagonale.

Pour aller plus loinen L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur déterminants

Les solutions : corrigé des exercices sur déterminants

A maitriser avant : Matrice d'une application linéaire et changement de base

Chapitre précédent : Matrice d'une application linéaire et changement de base

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.
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