Corrigés des exercices de maths en L1

Déterminants

Corrigé de l'exercice 1 : Signature de permutations

(1

1. On suit les images successives. D'abord 1 — 3 — 4 — 1, ce qui donne le cycle ,3 . Ensuite
4)
o= (1
(2 3
, et ces deux cycles commutent

2 — 5 — 2, ce quidonne la transposition . Ainsi
! PO 5y T a2
5)
]
(1 o=(1

3

o 3)(3 | .

car leurs supports sont disjoints. De plus, ;4) = (1 . Donc e est un produit de trois
1

3)(3

]

P ®)
transpositions. Par conséquent, e(g) = (—1)3 — —1. La figure ci-dessous représente cette

décomposition.

1

— O o,

cycle de longueur 3 : signature +1 transposition : signhature -1
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2. La suite des images est (3, 5,4, 1, 2) . On compte, pour chaque terme, les termes plus petits
situés apres lui. Le 3 précéde 1 et 2 : deux inversions. Le 5 précéde 4, 1 et 2 : trois inversions. Le 4
précéde 1 et 2 : deux inversions. Enfin, le 1 précéde 2 : aucune inversion. Au total, IN{g) = 7,
nombre impair. On retrouve donc El:cr:l = —1.

@ 3 Q@ (1

3. On appligue la composée de droite a gauche. L'image de 1 : , et le fixent, puis
PP P ’ ’ 54 3 P 9)

( (1

2
I'envoie sur 3, que fixe. De méme,
3) 2)

3 est envoyé sur 4 et 4 sur 5. Enfin, 5 devient successivement 4, 3, 2 puis 1. On retrouve bien 7.
C'est un produit de quatre transpositions, donc &(7) = 1.

I'envoie sur 2. L'image de 2 : il est fixé deux fois, puis

4. Oncalcule gor(k)=o(r(k)): 1 502 =5, 2= 0(3)=4, 3 =04 =1,
4 = o(5) =2 et 5 = o(l) = 3.Ensuivantlesorbites, 1 — 5 — 3 — 1 et

goT = (1
]5 . .
2 — 4 — 2.Donc 3 , de signature (+1){—1) = —1.0n a bien
]
4)
eo)efr) = (-)x1= -1,
5. La signature est un morphisme. Ainsi () (e 1) = g(id) = 1, donc &{o—1) = -1 .De

méme, E(JQ} = {—1}2 - 1.

Point de méthode : la décomposition en cycles disjoints est la voie la plus rapide ; le comptage des
inversions sert de contrdle.

Corrigé de I'exercice 2 : Déterminants d'ordre 2 et 3

1. D'abord, 'y = 2x7—-5x3 =14 —-15,donc Iy = 1.

2. On développe Il selon la premiére ligne :

Do=1x(5x10-6%x8)—2x(4x10—-6x7)+3x(4x8—5xT).

Celadonne 2—2x (-2)4+3x (-3) =244 —-9,donc Dy = 3.

3. On développe [Llg selon la premiére ligne, qui contient un zéro :

Dg=2x(3x4—-1x2)—(-1)x(1x4—-1x0)=2x10+ 4.



Ainsi Diq = 24,

4. Enfin, D4 = cos2d + sin2d , donc Lrq = 1. C'est la matrice d'une rotation, qui conserve
les aires.

Les quatre déterminants sont non nuls. Par conséquent, les quatre matrices sont inversibles.

Corrigé de I'exercice 3 : Calcul par opérations élémentaires

1. Pour MM, on effectue d'abord Lg ¢ L4 — L3, puis Lg + L3 — Lq, puis
L + Lo — Lq. Chaque opération ajoute a une ligne un multiple d'une autre ligne encore
intacte, donc le déterminant ne change pas. On obtient

1]
M=|Y

0
0

1
1
1

bt

1
1
1
0

OO

La matrice est triangulaire supérieure, donc A4 = 1.

2. Pour P ,oneffectue L1 + L1 — Ly, puis Ly + Ly — L3, puis L3 + L3y — Lg,
dans cet ordre. Les nouvelles lignes sont  (—1,1,1,1), (=1, -1, 1,1} et (-1, -1, -1,1), et
L4 = (3,2,1,0) estinchangée. Ensuite, on fait Lg ¢ Lg — Ly, L3z ¢ L3 — Lj et
La +— La+3L1:
&4
P = -
0 -2 -2
O 5 4

Lo OO—

On développe selon la premiere colonne. Il reste  —1 fois un déterminant triangulaire inférieur de
diagonale —2, —2 et 3.Ainsi P = —1x (—2) x (—2) x 3, c'est-a-dire P = —12.

Point de méthode : soustraire des lignes voisines fait apparaitre des lignes presque constantes,
beaucoup plus faciles a traiter.
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Corrigé de I'exercice 4 : Développement selon une ligne ou une
colonne

1. La troisieme ligne de A ne contient qu'un coefficient non nul, @33 = 5 de signe
{—1}3"'3 — 1. En développant selon cette ligne, puis le mineur selon sa premiere ligne, on
obtient
1 0
A=53 1 ;
2 0

He =

‘=5x1x‘[\ray?} ((%55‘14}}‘ =5 x 4.

Donc A = 20.
2. On développe selon la premiere ligne :

fe) == |nrayn T E LY —1x |prayn L1 3 = o(e2 1) -

Ainsi flz) = 3 — 22 = z(x?-2).

3. La matrice est inversible si et seulement si  f{x) ?é 0. Donc elle est inversible si et seulement

si o ¢ {—v2,0,V3}.

Corrigé de I'exercice 5 : Base ou non selon un parametre

1. La matrice des coordonnées a pour colonnes i, 5 et U3, Chaque colonne a pour somme
m =+ 2.0nfaitdonc Lj + Lj+ Lg + L3, puis on factorise m + 2 :

1 1 1
det(uq, Uy, uq)=(m+2)| 1 m 1
gt(ug, ug ug) = | ) 1m 1

Ensuite, avec Cg +— Cg—Cy et Cg3 + C3— C1, lapremiére ligne devient (1,0, 0) .
On développe selon cette ligne :

dgt(uy, ug, ug) = (m+2) | 2L 1 0= (m 4 2)(m — 1)1 —m).



Donc dgt{ul, Us, ug} = —(m + 2)(m — 1}2 .

. Une famille de trois vecteurs de [R3 est une base si et seulement si son déterminant est non nul.
Par conséquent, (%q, Un, Ug) est une base si et seulement si ™ ¢ {-2,1}.

. Pour m = 1, les trois vecteurs valent (1,1,1},donc ty —tn = 0 Pour m = —2,0na

up = (1,1, -2), uy = (1,-21) et ugy = (—2,1,1). En sommant coordonnée par
coordonnée, i + g+ ug =0,

Corrigé de I'exercice 6 : Résolution d'un systeme de Cramer

. On développe le déterminant du systeme selon la premiere ligne :

Ainsi det A =7 ?é (. Le systéme a autant d'équations que d'inconnues et sa matrice est
inversible : c'est un systeme de Cramer.

. On remplace successivement chaque colonne par le second membre {6, 3, 2} , puis on développe
selon la premiere ligne.

A$=‘g ! % ‘=6x(—1)—1><(—5)+1x8=7,
2 2 —-1-1
1 6 1
Ay= |2 4 =1x(=5)—6x(=3)+1x1=14
1 2 -1
1 1 6
ﬂzz 2 1 3 =1><(—8)—1><1—|—6><5=21.
1 2 2

Les formules de Cramer donnent & = ; Yy = % et z = % . Donc

(x,y,z) = (1,2,3) . Vérification: 14+2+3 =6, 2—2+3 =3et 1+4-3 = 2.

—
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Corrigé de I'exercice 7 : Aire d'un parallélogramme et d'un
triangle

—> — — — .
1.Ona AR = I:-'-l, 1} et AC = {l, 3} - Donc det{AB, AG} = 4x3—-1x1,soit
det{ﬁ, A{_’:} — 11 - Ce nombre est strictement positif, donc la base est directe.

2. ABD{C estun parallélogramme si et seulement si GDE — ABE . Ainsi
D =(244,4+1), cesta-dire (6,5 . Son aire est la valeur absolue du déterminant
précédent : l'aire vaut 11.

3. La diagonale [BG] partage le parallélogramme en deux triangles de méme aire. Donc l'aire du

triangle A EB({ vaut %

— — —>
4, Ona AR — {3] g:, , donc det{AB, AE} — 4w 92 _1w & = [ .Lesvecteurs sont
colinéaires ; en effet, A}_T};’ — EAB}' Par conséquent, 4, B et F sontalignés.

La figure ci-dessous résume ces résultats : parallélogramme, triangle hachuré et alignement.

D
51 (]
C
4 1 , .
parallelogramme : aire 11
E
31 __-®
5. B_--="2, B, E alignés
l -
0




Corrigé de I'exercice 8 : Formes bilinéaires alternées du plan

1. Comme ¢ est alternée, fp{El + g1 + Eg:l = (. On développe par bilinéarité :
@(ey, e1) +wleq eq) + @eq e1) + @(eq e5) = 0. Les termes extrémes sont nuls, donc
@(en e1) = —@l(eq,eq) . Ensuite, on écrit £ = Ty ey +Tnen et Y = Yy € T Yqeq,
Par bilinéarite,

(@, y) = oy ele ) + @y, 0(eg,69) + 35y, pleg, e1) + Ty, pleg, 9).

Il reste l::El Yoy — Tq yl} cp{el, EE} Donc ®© = (p{el, E‘gjl dﬁegt _

2. D'abord, f=2 dfgt . C'est un multiple d'une forme bilinéaire alternée, donc [ est bilinéaire
alternée, égale a 2 d§t . Enrevanche, ¢ est bilinéaire, mais g{el, El) =1 ?é 0. Par
conséquent, 7 n'est pas alternée.

3. Soit 1 une forme trilinéaire alternée sur [RZ2. Par trilinéarité, ’-:,bl:ﬁ, Y, z:l est une combinaison
linéaire des 'ﬁb(ﬂ;: € "3;;-:' avec %, 7, % € {1, 2}. Or trois indices pris dans un ensemble & deux
éléments ne peuvent pas étre distincts. Chaque terme contient donc deux vecteurs égaux et il est
nul. Ainsi t = 0.

Point de méthode : ce calcul est le cas 1. = 2 de la démonstration générale du cours ; il est bon de
savoir le refaire.

Corrigé de I'exercice 9 : Propriétés algébriques du déterminant

1. D'une part, det(AT} = det A . D'autre part,
det{AT} = det{—A} = {_1}ﬂ det A = —det A, car 71 estimpair. Ainsi
det A = —det A ,donc det A = 0.
2. On développe selon la premiere ligne :
det A=0x(04+9)—1x(0—-6)+(-2)x(3—-0)=6—6.

On trouve bien det 4 = 0.
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. Supposons A2 = —1I,, .Alors {det A}g = det{_In) = (_1}n — —1 . C'est impossible
pour un réel. Donc une telle matrice n'existe pas si " est impair. Pour n = 2, en

revanche, la matrice ([Haa;r?] ?gfﬂ_l ) convient : son carré vaut —JX5 . C'est la rotation

| il
d'angle 7 -

. Le déterminant est multiplicatif, donc  (det A}p = det{AP} = det(0) = 0 . Par conséquent,
det A = 0.

.Si B = p—14 pavec P inversible, alors
det B = det(P~1)det Adet P = ﬁ det A det P .Donc det B = det A .

Corrigé de I'exercice 10 : Déterminant de quelques

endomorphismes

. Dans labase (F11, E1g9, Eq1, Eqq), l'application £ fixe Fi1 et Egg, et échange
Fliy et F'gq . Sa matrice s'obtient donc a partirde {4 en échangeant les colonnes 2 et 3.
Ainsi det+ = —1 et t estbijective; dailleurs ot = id .

. Danslabase (1, X,...,X"),ona u(X¥) = X* 4k X*—1 Lamatricede v estdonc
triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diagonale. Par conséquent, det v = 1 et ¥ est
bijective.

.Oncalecule w(l) =1, w(X)=1+X et w(X?) =1+4+2X + X2 Lamatricede w
est

1 1 1
01 2
O 0 1

Elle est triangulaire, donc detw = 1 et 1 est bijective, de réciproque P — P(X —1).

. Prenons une base {fl, fgjl de F' etunvecteur 4 dirigeant {7 .Dans la base

l:fl, fg, 9:' de [R?2,la matricede s est diagonale, de coefficients 1, 1 et —1.Donc
det s = —1 et 5 estbijective. De méme, la matrice de I est diagonale de coefficients 1,
1 et 0.Ainsi detp = 0 et P n'estpas bijective.



Point de méthode : le déterminant d'un endomorphisme se calcule dans la base la plus commode, car il
ne dépend pas de la base.

Corrigé de I'exercice 11 : Inverse par la comatrice

1. On développe selon la premiere ligne: det A = 1x (1 -0} —2x (0—1) 4+ 0. Donc
det A = 3.

2. Oncalcule C'yy = {—1}2‘“" Ay, . Pour la premiere ligne: C'13 = 1,
Cipg=—-({0-1)=1et C13=0-1= —1.Pourladeuxiéme:
Co1 = —{Z—D:l = -2, Cyppn=1-0=1et Cq3 = —{D—Z:l = 2 .Pourla
troisitme: Cg31 =2-0=2, Cgy=—(1-0)=-let C33 =1-0 =1.Ainsi

1 1 -1
com(A) = —2 9

3. Laformule 4—1 — ﬁ com{A}T donne

1 -2 2
Al=211 [ 4
-1 2 1

Vérifions. La premiére lignede A, (1,2, 0}, donne avec les trois colonnes 1+ 2 = 3,
—2+4+2=0et 2—2=0.Ladeuxiéme, (0,1,1),donne 0, 3 et O.La troisiéme,
(1,0,1), donne 0O, 0 et 3.Aprésdivision par 3, on obtient bien A A—1 = 75.

Corrigé de I'exercice 12 : Systeme de Cramer a parametre

1. Le déterminant du systéme vaut m2 — 1 = {m — 1){m + 1). C'est donc un systéme de
Cramer si et seulement si m ;?_f {~1,1}. Dans ce cas, on calcule

Ay =|hwrayn) 3L} = 2(m = 1), Ay = nrayn1 P2 = 2(m - 1),
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TP 9
Aprés simplification par m — 1 ?é 0, = ¥Y=imri
2. Pour m = 1, les deux équations se réduisenta = + ¥ = 2. L'ensemble des solutions est donc
la droite {(t,,— £):f € [\mathbhbb?]H}.Pour m = —1, le systéme s'écrit
—rz 4+ vy =2et £ —y = 2.Enajoutant les deux équations, on obtient 0 = 4 .lin'ya
donc aucune solution.

3. Chaque équation définit une droite. Si ™ ?é =4 1, les droites sont sécantes en un seul point. Si
m = 1, elles sont confondues. Si m = —1, elles sont paralleles et distinctes. La figure ci-
dessous montre les trois situations, avec 1 = 3 pour le premier cas : l'intersection est alors

()

o F: 7/
~ /
A p
0 ~~<_ 0 0 7
—y //
-1 -1 A -1 A 7
/
-2 -2 -2 1 7
/
_3 T 1 _3 T 1 _3 T 1
0 2 4 0 2 4 0 2 4
m = 3 : une solution m=1: une infinité m=-1:aucune

Point de méthode : un déterminant nul ne dit pas s'il y a zéro ou une infinité de solutions ; il faut alors
revenir au systeme.

Corrigé de I'exercice 13 : Un déterminant tridiagonal

1. D'abord, D1 = 2 et Dy = 2x 2 —{-1) x (=1} = 3. Ensuite, en développant selon la
premiere ligne,



2 -1 0
Dy=]-1 |, —1|=2x(4=-141x(=2-0)=4.
0 —1 &2

Donc I}y =2, Dy =3 et Dy =4,

2. Soit 7 > 3.0ndéveloppe I}, selon la premiére ligne, qui ne contient que @11 = 2 et

Gy = —1.Lecofacteurde @11 est D, .Celuide %13 vaut —Ajg,ou Ajg
s'obtient en supprimant la ligne 1 et la colonne 2. La premiere colonne de ce mineur est
(—=1,0,...0).Enladéveloppant, on trouve Ajy = —Dy_g . Ainsi

D,=2D, 1+ (_1) X (_1) X (_Dn—Q) =2D, 1— Dy

Par conséquent, Dy, — Dy = Dy 1 —Dy_g . lasuite (D, — Dy_1) est
constante, égalea Dy —Dj = 1.lasuite (D) estdonc arithmétique de raison 1, et
D, =n+41 pourtout n = 1.

3. Le méme développement,avec @ =1, b =1et ¢ = —1,donne
Ap = Ay —bc Ap_g,s0it Ay = Ap_1+ A3 pour n > 3. Deplus,
Al =1=Fget Ay =1x1-1x(-1) =2 = Fg3.lessuites (Ap) et (Fni1)
vérifient la méme récurrence et ont les mémes deux premiers termes. Une récurrence double
montre donc que A, = Fyni11 pourtout n > 1.

La figure ci-dessous compare les deux suites : L}, croit de facon affine, alors que &, croit
exponentiellement.
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35 | , : &
® D,=n+1 (croissance affine)

30 - B A,=F,,1 (Fibonacci)

25 1

15 1

10 1

Corrigé de l'exercice 14 : Déterminant de Vandermonde

numérique

1. Avec Ly +— Ly — Ly et L3 + L3 — Ly, onobtientleslignes (0,1,2) et (0,3,8). Puis
on développe selon la premiére colonne : le déterminantvaut 1 x 8 — 2 x 3 = 2 . Parailleurs,
ce déterminant est la transposée de  V(1,2, 3}, quivaut (2 —-1)(3—-1)(3 —2) = 2 . Dans
les deux cas, le déterminant vaut 2.

2. Oneffectue C'3 ¢ C3—aCq,puis Cg + Cq—a 1. Leslignes deviennent (1,0, 0},

(1,b —a,b(b—a) et (1,c—a,clc—a)). On développe selon la premiére ligne, puis on
factorise b —a et ¢ —a :

= (b —a)(c —a) ‘[\ray?] % g i = (b—a)(ec —a)(c—b)

Cestbien (b —a){c —a)({c —b).



3. Onreconnalt V(1,2, 3,4} . D'aprés la formule du cours, il vaut
@-D)E-DE-DE-D@E-2E-3)=1x2x3x1x2x1.0Doncle
déterminant vaut 12.

Corrigé de I'exercice 15 : Matrice a diagonale constante

1. Chaque lignede A n(@, &) apoursomme a + (n — 1)b. On effectue
C1+— C1+Cq4...4+C,, , puis on factorise cette somme. La premiére colonne ne
contient alors que des 1. Ensuite, on fait L; 4= L, — Lq pour # = 2.laligne 1 devient
(0,...,0,a —5,0,...,0),avec @ —& enposition 7 .La matrice obtenue est triangulaire
supérieure, de diagonale 1, — &,...,a — b. Par conséquent,

det Ay(a,8) = @+ (- Do) —b)" L.

2.Pour n =4, a =2 et b = 1,laformuledonne (2 + 3}{2 — 1}3 — b . Directement,
C1 4+ C1 4+ Cy+ Cq+ C4 donne une colonne de 5. Apreés factorisation et
L; « L;— L1, on obtient une matrice triangulaire de diagonale 1,1,1,1. On trouve bien 5.

3.0na J,— AT, = Ag(1— A1) Daprés la question 1, son déterminant vaut
(1-X4+n-D0-Xx-1""1= (n—2(=2)""L.1Isannule exactement pour
A=mnou X =0.Donc J,— AT, n'estpasinversible si et seulement si

Xe{0,n}.

Point de méthode : quand toutes les lignes ont la méme somme, on ajoute toutes les colonnes a la
premiere et on factorise.

Corrigé de I'exercice 16 : Matrices entieres inversibles

1. Dans la formule det A = Zg: E':Cr} H a’.:r(jj 7, chaque terme est un produit d'entiers
3

multiplié par 4- 1. Une somme d'entiers est entiére, donc det d € .

2.0na det A - det{A_l} = det I,, = 1 .D'aprés la question 1, les deux facteurs sont des
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entiers. Or les seuls entiers inversibles dans # sont 1 et —1.Par conséquent,
det 4 € {-1,1}.

3.Si det A = 41,alors det A ?é 0,donc A estinversible. De plus,
A1 = m gom(A}T = 4 gom(A}T. Chaque cofacteur est, au signe pres, un

déterminant de matrice entiére, donc un entier. Ainsi _4—1 est a coefficients entiers.

4, La premiére matrice a pour déterminant 4 — 3 = 1. Son inverse est ([l"-,la,l'j.?'?] 2& -3 ) , qui

—1 & 22
est bien entiere. La seconde a pour déterminant 4 . Son inverse est %([Haa@r?] g g 2_1 ) , dont

le coefficient —% n'est pas entier, conformément a la question 2.

Corrigé de I'exercice 17 : Signature du retournement et matrice
anti-diagonale

1.Si 2<7,alors wit)=n+1—-2>n-+1-—7 = w(s).Touslescouples [, 7] avec
3 < 7 sont donc des inversions. Il y en a (ﬂ ) = M Par conséquent,

2) = 2
o) = ()"

2. La permutation w échange 3 et 7 -+ 1 — 2. Elle fixe le milieu ﬂTH lorsque 7. est impair.
(2
Ainsi W est le produit des transpositions 3 pour 1 <2< | nf2 ], quiontdes
7 +1—1)
supports disjoints. Donc gt} = {_1}L n/2 ] vérifions : pour n = 2,3,45 ona

n(ﬂg_lj —1,3,6,10 et | n/2 | =11,2,2. Les parités coincident dans chaque cas.

3. Notons M cette matrice. Dans la formule det M = ; e(o) H M a(5) 7, un terme est
J
non nul seulementsi o{7) = n 41— 7 pourtout 7,cest-a-diresi o = w. Le produit vaut

alors @1 %q.--%n Parconséquent, det M = li—ljlr'”":f'”’_lj*'IE G Gy v Gy s

Corrigé de I'exercice 18 : Comatrice, déterminant et rang




1. Onpartde A com{A}T — det(A) I, En prenant le déterminant,
det A - det{com(A:lT) = (det Ajn .Or det A ?é 0 et
det{com A}T} = det(com A).Donc det{com A) = (det A}ﬂ_l- Ensuite,
com(A)* = det(4) A—! . Entransposant, com(A) = det(A) {A_l}T.

2. Supposons Tg A < n —2 Fixons 3 et j.les m —1 colonnesde A autresquela
colonne 7 engendrent un espace de dimension au plus 7 — 2. Elles sont donc liées. La méme
relation de dépendance reste vraie aprés suppression de la ligne 3 . Ainsi les colonnes de Azj
sont liées et Qg5 = 0. Tous les cofacteurs sont nuls, donc com({A) = 0.

3. Supposons rg A = mn —1 Alors det A = (,donc A com{A}T — (). Chaque colonne
de com{A}T appartient donca ler A . Or, d'apres le théoreme durang, dim ker 4 = 1.
Ainsi rg{com{A}T} < 1. De plus, d'apres le résultat admis, A posséde une sous-matrice
inversible de taille n — 1. C'est I'une des A5, donc un mineur est non nul et com(A) # 0.
Comme une matrice et sa transposée ont le méme rang, rg{com A:l = 1.

4. Ona Lz = 2Ly —Ly,et L1, Lg nesontpascolindaires: rg A =2 =n-1Le
calcul des neuf cofacteurs donne, par exemple, €11 = 45 —48 = -3,
Cip= —(36—42) =6 et Cgy =9—21 = —12. Autotal,

-3 6 =3
com(A)=| 6 —1, 66
-3 6 =3

Ses lignes sont toutes proportionnelles & (1, —2, 1), donc rgl{com A} = 1. Duailleurs,
A {1, -2, 1}T — [ :cevecteur engendre bien ker 4 .

5. Pour A = ([Era;r?] S é‘;; ,}) ona com(A) = ([l"-,lal'j.i"?] Cif":&_éaa ) . On applique la
méme régle & cette matrice : on obtient ([l"-,ll'aj.?'?] S’ gj 2 ,}) .Donc comfcom A) = A pour

n=2.

Corrigé de I'exercice 19 : Déterminant triangulaire par blocs

Ip &0
1. On raisonne par récurrence sur P.La matrice | [Yary7?] 0& B( a pour premiere colonne
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fo—1 0
€1 . En développant selon cette colonne, on obtient le déterminant de ( pD L B) . Apres
1

I étapes, il reste det B . De méme, la derniére ligne de ([Earj.r?] E]qgfcfgm) est

(0,...0,1}, de signe {_1)2(1’5““9:‘ — 1.Endéveloppant & fois selon la derniere ligne, il
reste det A .

2. Par produit par blocs,
Ip&0 AnC
[\arjr?]o&B( ([\arjr?][]&jgl:‘) = [:IpA—FU IPC—FUD—F[:] O+BIg:] = M . Le

déterminant est multiplicatif, donc det M = det A -det B .

3. Le déterminant proposé est triangulaire par blocs, avec A4 = ([ll'n,ll'a,j.?'?] é ‘%éi ,}) et

B = ([Hra}r?]%gé ,}).Ainsi ilvaut (4 —6)(6 —1) = (-2) x 5, soit —10.

. 0 & Iy .
4. Prenons p=g=2, A=D=0e B =C = Iq.Llamatrice (IE&D})dewent

T4 aprésles échanges Lj +* L3 et Ln ++ L. Son déterminant vaut donc [—1}2 =1

.0r det A det I —det Bdet ¢ = 0 —1 = —1. Par conséquent, la formule proposée
est fausse en général.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : Vandermonde,

interpolation et exponentielles

Partie A.

1. Si %, = @ avec i?é k,leslignes z et k sontégales. Le déterminant est alterné, donc
V{ay,..,a,) =0,

2. La derniere ligne de la matrice est (1, . a:”_l} . En développant selon cette ligne,

T .
—1 .

P'@:‘ = =’ an , ol les cofacteurs C'n4 ne dépendent pasde x.Donc P est

= 7

j —

polynomiale de degré au plus m — 1. Le coefficient de gzn—1 est

Cpn = {—1}2”’1 V{ay, .. a, ). Cestbien V({ay, .. a,_1), avecla convention
V{ay) =1 lorsque n = 2.



3. Pour ¥ = @, avec % < n — 1, deux lignes sont égales, donc Pl:flﬁ-} = 0. Ainsi P admet
les m — 1 racines distinctes @11+ -+ %,;_1 . Par conséquent, le polynéme

n—1
Q= H (X —a;) divise P.Comme degP <=n—1=deg@@,lequotient est une
1=1
constante },et P = A& . Encomparant les coefficients de xm—1, on obtient

n—1
A=V(ay..ya, 1) Ansi Plr) = V(ay,..,0,_4) H (r-a).

4, Pour n = 2,0na V(al, 6&2} = Gq — Gy. Supposons la formule vraie aurang n —1.Si
deux des &qy-- - %, __1 sont égaux, les deux membres sont nuls. Sinon, on évalue la question 3
en £ = Qg :

n—1
Viay, .., a,) = H (aj—az-)x H (ap, —a;).
1<i<)<mn-l i1
On obtient V(a’l""’ a"”:' - 1< 1;[ <n I:LT’:."_H’%':'.En particulier,
n—1
V(1. H H{j—ﬂ:l— H{j—l}' Donc V{lZ...,n}:Hk!;
7=2:=1 k=1

pour . = 4,onretrouve 1x 2% 6 = 12.

Partie B.

1. Ecrivons P = cgt+ ¢y X+...4 Cq X9 Les conditions P{ﬂ?k} = Y forment un
systéme linéaire de d 4 1 équationsaux d -4 1 inconnues Cpi- - <7 . Sa matrice est
(:EE?) , de déterminant Vli:t?[j, “ ey :E‘d:l. Ce déterminant est non nul, carles <t sont
distincts. C'est donc un systéme de Cramer : il existe un unique polynéome P £ Rz[X | qui
convient.

2. Oncherche P = ¢y +c; X +cq X2 . Dabord, P(0) =1 donne ¢ = 1. Ensuite,
P(1) = 3 donne ¢y +¢q =2 Enfin, P(2) =7 donne 2c¢y + 4cqy = 6, soit
¢y +2¢q = 3 Parsoustraction, €5 = 1,puis ¢4 =1.Donc P = X2+ X +1.la
figure ci-dessous montre la parabole obtenue, qui passe bien par les trois points imposés.
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—_— P(X)=X2+x+1
84 @ pointsimposés

Partie C.

1. La fonction Z};: “k f}; est nulle, donc toutes ses dérivées le sont. Or la dérivée 7 -ieme de

. n .
froest z — }l}f ek T En évaluant en 0, on obtient Z }lg.? ¢x = 0 pour
k_

3 =01..,n-1.

2. Ce systeme de 7 équations a 71 inconnues a pour matrice (;"‘;Q?) , transposée de la matrice de

Vandermonde de  Aj, ... Ap . Son déterminant est donc 1;[ _ ':}‘J‘ B }‘ﬁ':' ?é 0 . La matrice est
T g
inversible, et la seule solutionest ¢y = ... = cn = 0 Par conséquent, la famille

(fl:l T fﬂ:' est libre.



Point de méthode : dés que I'on évalue des puissances en des points distincts, une matrice de
Vandermonde apparait, et son déterminant non nul fournit I'unicité.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1

Le cours : déterminants, cours de maths en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur déterminants

A maitriser avant : Matrice d'une application linéaire et changement de base

Chapitre précédent : Matrice d'une application linéaire et changement de base

Chapitre suivant : Géométrie du plan et de I'espace

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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