Optional

Dérivée d&#039;une fonction

Exercice 1:
Etudier la fonction f définie sur 1}

a. flz)=-5x24+10x+4 D=R.

f est une fonction polynomiale donc dérivable sur [
f/(z) = -102410
>0 <l

Donc f est croissante sur | —00;1]

b, )= D=R-{5}.

f est une fonction rationnelle dérivable sur IR—{S} .
ffl::t?:l B x—5)—(3x4+32) 17

NGRS R C Ry

f ' est négative sur D donc f est décroissante sur [R—{S} .
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¢ f@)=773 D=R-{-2}.
fest une fonctlon inverse dérivable sur IR—{—Z}.

f I: :l I:JH-EJZ

f ' est positive sur D donc f est croissante sur IR—{—E} .
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d. flz)=v-22+5 D':]—r:o;g].

f est une fonction racine carrée , définie et dérivable sur ]—c@ : g]

—1
@)= W= 2¢+5 = V—2z4%
f ' est négative sur D donc f est décroissante sur ]—0@ , g] .

e. f{:]:} = tan(dz) D= ]_—Tr %T[
fl@)=4x(1+ mni{-ia:)}
f ' est positive donc f est croissante sur ]?TT " %—T[

Exercice 2 :

La fonction f est dérivable sur [, strictement croissante sur] —oo ;-1]etsur[0; —oo [et
strictement décroissante sur [-1;0].

Deplus, f(—3)=0, f(-1)=3 f(0)=1.

Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(a:} =1.

En utilisant la continuité de f sur [ et le théoreme des valeurs intermédiaires (T.V.l), montrer que
I'équation f(x)=1 admet deux solutions sur [

Exercice 3 :
Etudier la fonction f définie sur 17 .
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2. f©)=—322422+41 D=R.
c'est une fonction polynomiale donc dérivable sur [E.

fl@)=-s+2

donc f est croissante sur |]—c0;2]

__Bx+l
ri—r4l=0&
f est une fonction rationnelle dérivable sur [
; Hrd—o4+1)—(3x+1)(2x—1)
F@)=- (z2—z+1)2
_ (Bx2—3x43)—(bri—z—1)
- (r2—z+1)2
. _—3m2—2x+4
(r2—z41)?
_ 3x243r—4
o (;1:9—;1:4-1)2
f' est du signe du numérateur

352+20-4 = 3(p—— 518 (p- 12V

—1—Jﬁ_—1+m]

f ' est donc négative et f décroissante sur [ T g
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Exercice 4 :
Pour chacune des fonctions f suivantes :

* Indiquer I'ensemble de dérivabilité de la fonction .
* Calculer sa dérivée .

2 flg)=(s2-5)* .
f est dérivable sur R, f’f{x) = 8:1:{:1:3—5}3
b. flz)=Vz24+5x-6 .

f est dérivable sur |—oo;—6[U]l;4o0[

T Ari4bEr—8

¢ f@=7m= -

f est dérivable sur R, ff':jjj' = ﬁ

4. f@)=(3a+6)2

f est dérivable sur R—{2}, f’f{x) = —6{3$—|—6}_3

e. flr)=v3+cosiz .

f est dérivable sur R f”{ﬁ) — %
COg4T

f. flz)=sin(3z).cos(2z) .
f est dérivable sur R, fj{:t?:l =3cos(3x)cos(22)—25in(3x)sin(2x)

sin(3x)

o f@) ="

3rcos(3x)—sin(3x)
T

fest dérivable sur R f”{:ﬂ} —

h. f@':;:zti :

f est dérivable sur IR—{—E;Z} ; f’f{:t?:l = %

Exercice 5 :
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1. Déterminer les limites de f[:] aux bornes de son ensemble de définition.

lim fo(@)=0

Tr— oo

11m1+f0{1:} =40

Etudier le sens de variation de f[] et construire T dans le repére ({}!ZE} .

Soit = € ]~L;+oo[ , fo(x)= Q(J_lii;;,a

f ' est négative et f est donc croissante sur ]—l;—i—m[

2. Soit n un entier naturel non nul.
b . o
a. fn désignant la fonction dérivée de fn , montrer que :

; _ xin—1(6n—3)x3+6n]
fﬂ 204 (V1423)

A montrer par récurrence.....
b. Etudier le sens de variation des fonctions fl et fg puis dresser leur tableau de variation .

c. Tracer €1 et C'g dans le repére {G’Z’;}'


https://mathovore.fr/maths-exercices/corrige/img/ImageSQN10.jpg

Exercice 6 :

1. Continuité de f en 0:

i+ dé lim x) = f(0
On doit démontrer que T arrow 0 f'( :' f'( j-'
On a f(0) = 0 par définition de f(0).
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Pour montrer que lim f{ﬂ?:' =0 , on peut utiliser les deux inégalités suivantes:
xarrow 0

|1?25'1H(}T:)| < |3;~2| pour tout x=0, car |sin(1/x)| < 1.

Pour tout >0, il existe § — . 1/3 telque |z| <& implique |$gﬂin(ﬁ)}ﬂ?| < €, en utilisant la

majoration de |sin(1/:1:)| par 1 et le fait que x~2 - 0 lorsque x - 0.

Ainsi, on a:

|flz) — f(O)] = |$gsin(1/a:)| < |22 <62 =c¢.

Donc, T arrow 0 f{ :l f{ } , Ce qui montre que f est continue en 0.

2. Dérivabilité de f en 0:

On doit déterminer si la limite f’f([]) = lim M existe.

a arrow
On a f(0) = 0 par définition de f(0), et pour x#0 on a:

I

10 1O _ (1),

Le facteur x sin(1/x) est borné (par -1 et 1), donc il tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Ainsi, la limite f '(0)
existe et vaut 0.

3. Non-continuité de f ' en 0:

. /
On doit démontrer que la limite lim f I';’l’»‘:'n'existe pas.
T arrow 0

On peut calculer la dérivée f '(x) de f en x#0 en utilisant la formule de dérivation d'un produit:

ff{;p} = 2z sin(l,/:t:“) — cos(lfa::l.

On remarque que pour tout entier n>0, on a f’f{lj{nﬂ}} =0 et
fﬂ:lj{{ﬂ—l—l/ﬁ}ﬂ'}l} = —2{n-+1/2)m , donc f(x) prend des valeurs positives et négatives
arbitrairement grandes pres de 0.

En effet, pour tout M>0, on peut trouver un entier n>0 tel que 1/(nn) < §, ot 6 = min{1/(2Mn), m/2}, et on
a:

f'(1/(nm) =0
F/(n4+1/27) = —2n+1/Dr < —2Mr < —M .

. !
Ainsi, la limite lim I (ﬂ?:' n'existe pas, ce qui montre que f ' n'est pas continue en 0.
T arrow 0



/ o al \
| \

Exercice 7 :

Pour démontrer que wu&u est dérivable sur | et calculer sa dérivée, on peut utiliser la formule de
dérivation d'une composition de fonctions.

ona woulz) = w{u(z)) pour tout x de |, et u et v sont dérivables sur leurs intervalles respectifs. En
appliguant la formule de dérivation d'une composition de fonctions, on obtient:

(vou)' (&) = v/(u(z) v (@),

car la dérivée de v en u(x) est v'(u(x)), et la dérivée de u en x est u'(x).

On peut également réécrire cette formule en utilisant la notation fonctionnelle u(x) = y pour obtenir:
(vou)' (=) = v/(3) w(2).

En remplagant y par u(x), on obtient la formule souhaitée:

(vou)'(z) = v/[u(z)] v/ (z).

Ainsi, la fonction vou est dérivable sur |, et sa dérivée en tout point x de | est donnée par la formule
/
(o) (2) = w/(x) v [u(z)]
Exercice 8 :
Pour démontrer que les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur [E et préciser leur fonction dérivée,
on peut utiliser la définition de la dérivée d'une fonction en un point ainsi que les propriétés des fonctions

trigonométriques.

1. Dérivabilité de la fonction cosinus:
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On doit montrer que la limite [x| existe pour tout x de [ .

En utilisant la formule de I'addition pour le cosinus, on peut écrire:
cos(z+h) — cosiz) = —2 sin({ﬁx + h}/ﬁ) sin(h/?) .

Ainsi, on a:

|cos(x+h) - cos(x)| = 2]|h]|.

En divisant par h, on obtient:

2[R
Al —

cos(z+h) — cos(x)
| R

| < 2 pour tout h=0.

En utilisant le théoreme des gendarmes, on en déduit que la limite du quotient est nulle:

cos(z+h) — cos(x)
R =0

lim
h—>=0

Ceci montre que la fonction cosinus est dérivable sur [E , et que sa fonction dérivée est
f fl::t’::l — —sin(z).

2. Dérivabilité de la fonction sinus:
gin(z+h) — sin(z)
h

On doit montrer que la limite gf{a:} = lim existe pour tout x de [ .

harrow 0

En utilisant la formule de I'addition pour le sinus, on peut écrire:
sin(z+h) — sin(z) = 2 COS(I:ESL? + h}/ﬁ) sin(h/?) .
Ainsi, on a:
lsin(z+A) — siniz)| < 2/A| .
En divisant par h, on obtient:
| (sin(z+h) — sinix)) /A | < 2[h|/|h| = 2 pour tout h=0.
En utilisant le théoreme des gendarmes, on en déduit que la limite du quotient est nulle:

. sin(z+A) — sin(x)
lim 3 =0.

harrow(

Ceci montre que la fonction sinus est dérivable sur [, et que sa fonction dérivée est g*’[:l::l = cos{x).



Ainsi, les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur [, et leur fonction dérivée est respectivement -
sin(x) et cos(x).

Exercice 9 :

1. Pour démontrer que la fonction f est bornée sur [%, il suffit de trouver une constante M > 0 telle que
[f(x)] = M pour tout x de [ .

Remarquons que |x|+1 est toujours strictement supérieur a 1, donc f sera bornée si et seulement si

|$|5E|_ 1 est bornée.
Pourx>0,ona: flz) = z/{1+z|) <1/2,car 14|z[>2z .
De méme, pour x<0, ona: flz) = =/(1—|=|) = -1/2, car [+].
Ainsi, f est bornée sur [ par 1/2.
2. Pour étudier la parité de la fonction f, on doit vérifier si f{—x) = f{x) pourtoutxde R.
ona: f(-2) = —o/(LHl-al) = ~=/(LHs]) = ~FE).
Ainsi, la fonction f est impaire.

3. Pour étudier la dérivabilité de la fonction f en 0, on doit calculer la limite du taux d'accroissement de f
en 0.

On a:

fl@) - 10 = =/(1+]=]) = 0/(1H0]) = =/(1+=]) .
donc

[fl@) - FO)] = |=/(1H=])| < |«
car 1+4|x| est toujours supérieur ou égal a 1.

En divisant par |x| (qui est non nul), on obtient:

@ - 5O |

||

En utilisant le théoréeme des gendarmes, on en déduit que la limite du taux d'accroissement de f en 0 est
égalea 0:
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@ -l _
1Im =

zarrow( |7l

Q.

Ainsi, f est dérivable en 0 et sa dérivée est f '(0) = 0.

4. Pour démontrer que f définit une bijection de [E sur ]-1;1[, on doit montrer que f est injective et
surjective.

- Pour montrer l'injectivité, supposons que f(x) = f(y) pour deux réels x et y quelconques. Alors, on a:

r ¥
14|z = 14|w|

En notant a = |x| et b = |y|, on peut réécrire I'équation précédente sous la forme :

x(1+b) = y(1+a),

et, comme x et y ont le méme signe (sinon f(x) et f(y) seraient de signes opposés), on peut diviser les deux
membres de I'équation par xy pour obtenir :

146
14+a

2

Remarguons maintenant que (1+b)/(1+a) est strictement positif (car x et y sont de meme signe).

Donc, pour que I'équation précédente soit vraie, il faut que y/x soit également positif, c'est-a-dire que x et
y soient du méme signe.

On peut alors diviser les deux membres de I'équation précédente par y/x, pour obtenir :
(1+b)/(1+a) =1

soit encore

lyl = [x].

Mais dans ce cas, on a nécessairement x = y (parce que x et y sont de méme signe). Ainsi, on a bien
montré que f est injective.

- Pour montrer la surjectivité, il suffit de montrer que tout réel z appartenant a ]-1,1[ est atteint par la
fonction f, c'est-a-dire qu'il existe x dans [ tel que f(x) = z.

Comme f est impaire, on peut supposer sans perte de généralité que z est positif. Alors si on prend
r= ﬁ ona:

@) = o/QHe]) = 2/(42/(1-2) = =.



Ainsi, f est surjective de [ sur ]-1;1[, et on a bien montré que f est une bijection entre ces deux
ensembles.

Exercice 10 :

1. Pour étudier la limite de f en 7 . 0N doit vérifier que I'on est en présence d'une forme indéterminée de

la forme 0 ou =,

0 oo

Kis / . / . .
En effet, en 7 le dénominateur de f s'annule, donc on ne peut pas évaluer la limite directement.

Pour déterminer la limite, on peut utiliser I'accroissement moyen de cos(x) en 7 -

On a:
coslz) — cos(%) = —51n{£+ﬂ},
donc
: +
-:os[a:] Sln':xT
fle)=__x = T

=7
. LT P
En effectuant le changement de variable t = 7, On peut réeécrire f sous la forme:

sm(t]l

@ =

T
avec tarrow 0 lorsque x arrow 7 - Alors,ona:

sin(t)
po=1

L J@) =

T ATrToty 2 t llI'J""J"‘G"tL' 0

’

ce qui est une limite connue.

2. Pour la fonction f,:@, — —“1‘?_1 en a=0, on est également en présence d'une forme indéterminée de
la forme 0/0.

En appliquant la formule a2 — b2 = (@+b)(a—b) avec @ = 14z etb =1, on peut réécrire f sous
la forme :

Izl (4 D(V14+z+1) T
f@) =" =" [(TretD) = a(itatD = J_+1
Alors,on a:
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1
2 .

1
A0 F®) = e

ta,n[,ﬂ:] 1

il
T .en a = gz ,onest €galement en présence d'une forme
4

Pour la fonction  f(z) =

indéterminée de la forme 0/0.

En appliquant la formule de I'arc tangente pour exprimer [=] en fonction de a,rcta,n{ta,n{:l:}:l , on peut
réécrire f sous la forme :

arctan(tan(z])

T
_ tan(z)—1 tan(z) 4
fle) = =5 5
Alors,on a:
arctan(tan(z))
. . tan(r — 4
lim _ flz) = lim ( :IT '
x s T—g
T arrow g Tarrow g 4
qui est également une forme indéterminée.
On peut utiliser la regle de L'Hopital:
arctan{tan(z)] 1 . 1 -1
. tan(z) T4 . cosi(z) 1+tan?(s) i
lim T = lim 1 = -3
T arrow T—g T arrow g

car [x] et nglig:] — gin@—r} — % .

Exercice 11 :

Soit la fonction f définie par :

flz)= o Rt |

f est dérivable sur [ en tant que polynéme .
ffliﬂ?:l — 45343521

(@) =1222462 =65(2z+1)



Etudier la dérivée seconde puis la dérivée premiere et déduisez-en que f reste toujours strictement
positive.

F{x)=x"44x"3—x+1

- -3 -2 -1 1 2 3 4 "

[ l l l l l l [

I | | | | | | I
+-1
+-2
—+-3
=4

Exercice 12 :

1. Pour déterminer les limites de la fonctionfen —oo , +oo eten 1 et 171, on peut utiliser la
forme asymptotique de fen oo et —oo qui est la droite [%]

Ainsi :

T C!T?l‘}:'HT}J —o0 Jﬂ:@ = 7.

lim flz) = 4o,

T arrow +co

lim _ flz) = —o0 (car le dénominateur de la fraction tend vers 0-).
Tarrow 1

lim " f'@} = 120 (car le dénominateur de la fraction tend vers 0+).
Tarrow ]l

2. Pour démontrer que la droite A d’équation y=x+3 est une asymptote oblique a Cfen —Co et
oo, on peut calculer la limite de la différence f(x) - (x+3) lorsque x tend vers —o0 ou oo .

Ona:
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) . 9
2 aritl _oo Lf@ —@+3)] = | lim o

,_.
I

im  [f@)-(@+3)]= lim -25=0

xarrow +oo T arrow +oo T

Ainsi, on peut dire que la droite %5CDelta d'est une asymptote oblique de Cf en —00 et oo,

3. Pour calculer la fonction dérivée f', on peut utiliser les regles de dérivation et la formule de dérivation
d'une fraction. On a:

res 9 (=-1?-9 (z—4)(z+2)
f (:E} =1- I::r—ljz - I:,’L'—:I.)E - (51:—1)2

4. Pour dresser le tableau de variations de f, on peut utiliser le signe de la fonction dérivée f'(x) ainsi que
les limites que I'on a déterminées précédemment. On obtient :

[ X |- oo |17 17+ |4 |+ oo |

| | I | I I
[P+ -1+ ]+]+]
[f(X)]-]- o0 |+ o0 |7] oo |

5. Pour déterminer I'équation de la tangente T a Cf au point d'abscisse L= 0 on peut utiliser la
formule de la tangente T en un point d'une courbe y=f(x) :

Y- f':fff‘[j:' = ff'(i?g:'(ﬂ? - ﬂ?[j:'
Ainsi, avec [x],ona:
y -0 = F' O -0)
or f0) =3+9/-1= —6et f/(0) = (0-4)(0+2)/(-1)% = 8.
Ainsi, on a:
y + 6 = 8x
On peut réécrire cette équation sous la forme v = 8z —6.

Ainsi, I'équation de la tangente Test ¥ = 8z — 6,

Exercice 13 :

1. f'(z)=sinz+rcosc—sinz = rcosc .



2. Donc f est croissante sur [0;5 ] décroissante sur [g%ﬂ] et croissante sur [%ﬂ-;ﬁﬂ'] :

Exercice 14 :

Nousavons f(0)=1et f'(1)=0et f'(0)=—6
ff(a:} =Qazr+be T+ (azr?tbrtc)(—e7)
fl£)=e % (2az+b—as2—br—0)

(@) =e*(~az2+2ax-br+b—0)
f @) =e"*(~az2+2a—b)z+b—c)

(ax 024-bx 0+cle—0=1
(b—c)e—0=-6
(—a+2a—b+b—cle—1=0.
=

{c=

=

{c=

Conclusion :
La fonction recherchée est telle que  f(x) = {$2—5$+1}E‘_$ .

Exercice 15 :

2r+1 _ 1 ast:
T—2

x+4

1. La dérivée de f{;p} —

D'abord, appliquons la regle de la somme et de la différence pour les dérivées:

=l
=l

Ensuite, rassemblons les termes:

res Az+4)? — 2o+ (z—2)?
FE) = T ) aray

y
2. La dérivée de f(x) = izié

est:
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D'abord, appliquons la regle de la fraction pour les dérivées:

7241) % (22—9) — (2241) % (22—9)’
f{f(i?} = ( L (;g_gjﬂ

r ¥ (x2—9) — 2x x (x24+1)
ff':ﬁ:' = [ (;2_9:,2

Ensuite, rassemblons les termes:

3. La dérivée de f{@l = % —2r + % est:
D'abord, appliquons la regle de la somme et de la différence pour les dérivées:
/ / 2.7
@) = (=5 - @2) + (%)
i) = 5z% -2 -3
o2

Ensuite, rassemblons les termes:
_ e 3
fl) =5ct-2-5
4. La dérivée de f(r) = (;1-;3—23;4-1}3 est:

D'abord, appliquons la regle de la chaine pour les dérivées (en utilisant la fonction composite
u(r) = 3-2z+1 et v(z) = £3).

(@ = 3(£3-22+1) x (£3-22+1)’
'@ = 3(z3-22+1)? x (322-2)
Ensuite, rassemblons les termes:

@) = 3(z3-2241)% x (3z2-2)

5. La dérivée de  f(z) = V1—-5z2 est:

D'abord, appliquons la regle de la chaine pour les dérivées (en utilisant la fonction composite
u(r) = 1-5z2 et v(z) = vT:

Fi) = (1/9) x (1-522) —1/2 x (=102



Ensuite, rassemblons les termes:

@) = ==

r—1 )
13 est:

6. La dérivée de fix) = .

D'abord, appliquons la regle de la chaine pour les dérivées (en utilisant la fonction composée)

ulr) = ;F_:% et v(z) = VT :

'@ = (/2 (=-D/@+3)) ~1/2 x [(243) x (#-1) - (@+3) x (z-1))/(@+3)°]

@) = 35 < G- E+3)-1/2

Ensuite, rassemblons les termes:
@) = @-7)/ 2+3)* x Vo)
Exercice 16 :
Pour démontrer qu'il existe deux réels R et #& tels que pour tout x de [ :
acosx + bsinz = Reos(z-10),
on peut utiliser la méthode de la projection orthogonale.
La fonction f{z) = acosz + bsinz est une fonction continue et périodique de période 2 .

On peut donc considérer le cercle trigonométrique et la projection orthogonale de f(x) sur I'axe des
abscisses.

Cette projection est une fonction de la forme  g(z) = Hcos{z—8) , ol R est la longueur de la
projection et @ est I'angle entre la projection et I'axe des abscisses.

Pour trouver R et @ , on peut utiliser les propriétés trigonométriques.
La longueur de la projection est donnée par :

R = \.fag—kbg-

L'angle & est donné par:

9 _ arccos(p/R)si b > 0,
— | —arccos(a/R) sl b <0,
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Pour résoudre I'équation cosx + sinx = 1, onremarque que cette équation peut étre mise sous la

forme —ot s + Sii$:003=1'b=1etE|-

Onadonc:

aligned cos ¢ + sin z = Vicos(z — m/4)

& Vicos(zr —w/4) =1

& cos(zr —w/4) = %

= :r:—% = :I:T%—T—I—Ekﬂpourk £

& T = % + 2kmou z = —l—r + 2k pour k € Z.[\end?]anligned

Les solutions de I'équation cosz + sinz = 1 sontdonc & = ;—T—|— 2km ou T = —% + 2k
pourk € .

Exercice 17 :

On peut démontrer que toute fonction continue de [0,1] dans [0,1] admet au moins un point fixe en
utilisant le théoreme du point fixe de Banach.

Soit f une fonction continue de [0,1] dans [0,1].

On pose g(x) = f(x) - x.

On remarque que [x] et g{1) = f{1) =1 < 0, donc g(0)g(1l) < 0.

Par conséquent, il existe un < tel que gl:ﬂ?,:]:l = 0, c'est-a-dire fl::r«‘[:]} = Iy.

Ainsi, on a démontré que f admet au moins un point fixe dans [0,1].



}l 4
1 &
Gy
1 . S
2(x)
F = .; 2
I
Exercice 18 :

Pour démontrer que I'équation x%+x3—x41=10 n'a pas de solution réelle, on peut utiliser différentes
méthodes comme le théoreme de Descartes, la regle des signes de Sturm ou le calcul de la dérivée de la
fonction associée.

Voici une méthode utilisant la dérivée :

Soit f(x) = ri4rd—r4l.

Si f(x) avait une solution réelle, cette solution serait un zéro de f(x) et donc, f(x) = 0.

Considérons la dérivée de f(x) : f’a{a:} — 4343221,

Si x est une solution de f(x) = 0, alors x est également une solution de la fonction
g(@) = f'(z) = 4x34322-1.

Supposons maintenant que x est une solution réelle de f(x) = 0.
Alors x est également une solution de g(x) = 0.

Or, il a été démontré en utilisant la regle des signes de Sturm que I'équation
glx) = 4r343x2-1 = 0 n'a pas de solution réelle.

Ceci est en contradiction avec notre supposition que x est une solution réelle de f(x) = 0.

Par conséquent, nous pouvons conclure que I'équation f{;t?} = :1?‘1—|—:t:3—:t?—|—1 =0 n'a pas de solution
sur k.
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Exercice 19 :

1. Pour démontrer que la somme de deux fonctions dérivables est dérivable, on utilise la définition de la
dérivée ena:

(F+o)@ = _ lim ro@={+d
T L0 (Bl Y1)

= lim_{x->a} [f(x) - f(a)]/ (x-a) + [g(x) - g(a)]/ (x-a)

=f'(a) + g'(a)

Puisque les limites individuelles f'(a) et g'(a) existent, la limite de la somme existe également.
Donc, la fonction f+g est dérivable en a.

2. Pour démontrer que le produit de deux fonctions dérivables est dérivable, on utilise la formule du
produit :

(fg) @ = Jlim_ f£)s(E) = f@e(@

= g abify o @ - 7@/ (z-0) x 9@ + [9(z) - 9]l / e—a) x f(@ + [/(©) - F@]] / (e—a) % [9(z) - 9(@)]
= f'@9@) + f@)9'@
Puisque les limites individuelles f’f{a) et g*’{a} existent, la limite de la somme existe également.

Donc, la fonction fg est dérivable en a.

3. Supposons que g est nulle au voisinage de a, c'est-a-dire qu'il existe un rayon & = (0 tel que g(x) =0
pour tout x dans I'intervalle ouvert |a—8&, a—+34] . Alors, pour x différent de a, on a :


/homez.116/mathovor/www/wp-content/uploads/2021/06/tableau-variations-5.png

[1/96) - 1/9@) / (c—0) = 22—EE

Puisque g(x) est non nulle dans l'intervalle ouvert ]a—ﬁ, r:;—|—5[ , on a que |g(x)| > 0 pour x dans cet
intervalle, donc |g(a)] et |g(x)| sont bornés et non nuls, donc leur produit est borné et non nul également.
Alors :

| gla) — glz) <
gla)glz)(z—a)l = =

ol M est une borne supérieure de |g{a)g(x)| .

Donc, en appliquant le critere de comparaison des suites a la limite de la dérivée, on a :

. 1/g(z) —1/gla)
1111 T—a =0
I aArrot o

Donc, la fonction 1/g est dérivable en a.

Exercice 20 :

1. Pour étudier les limites defen —@2 eten -0, on peut utiliser la regle de I'hospital ou factoriser
I'expression sous la racine :

. . ——— 2 1— 52
. 7 1 retotl—m-
,:rm"?l}:'r{lu—oc- fli:l?:l I‘G'T"Jl']f:'%—m [ rétrtl ,:t?] . af.r".rl"}:.v —oo i o414
=  Im z+ -1
T rarrow —oo 1u.n’1-|—1,.-’,:1:—|—|:1,-":1:2)
. . 2 1—x2
_ P T R, réto+l—o<
,:rl-ll—nc;lo f{ﬂ::] @ af.r".rl"lﬂrflnlu oo [ zitz+l 1:] ,:1:'1+o-c::u Vridr+l+4x

_ 1+3+33
= lim

T arrow +oco 1+%+#+%

=1

La courbe Gf n'a pas d'asymptotes horizontales car les limitesen —co eten oo sont différentes.

2. Pour déterminer s'il existe une asymptote oblique a Cf en —C2 , on peut vérifier si la différence
entre f(x) et la droite 4 = —2:;:—% tend vers zéro quand x tend vers —C0

T ary }:'IPU c::o[ ($:I_( 2z— 2}]
rar B —oo (VETFH -2+ 22+))
= lim {x#:t:Q—I—:E—I—l—I—:E—I—%}

TATTow—oD
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Donc, la droite v = —2:;;—% est asymptote obligue a Cfen —oo .

Exercice 21 :
Pour chacune des fonctions f suivantes :

* Indiquer I'ensemble de dérivabilité de la fonction .
+ ,Calculer sa dérivée .

2 f@)=(a2-5)% .

fest dérivable sur R, f'(z)= 83:{1:3—5}3

b. flz)= Vr215r—6 .

f est dérivable sur |—oo;—6[U]1;4-00[

~ 2Wr24Er—6

¢ fO=frm

f est dérivable sur [, ff':i?:l = ﬁ

d. flr)= {3;E—|—6]_2 .

f est dérivable sur R—{2}, f’{i;:, — —6{3$—|—6}_3

e. flz)=v3+cos?z .

f est dérivable sur R | f”{ﬁ) _ %
COB-T

f. flr)=sin(3z).cos(2z) .

f est dérivable sur R, ff{:t?:l —3cos(3x)cos(24)—25in(3c)sin(2 1)



sin(3x) _

O f@)="=

3rcos(3x)—sin(3x)
T2

f est dérivable sur R | f”{g;} —

h. f@':fzti :

f est dérivable sur R—{-2;2}, f’f(:t?:l = %

Exercice 22 :
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction fn définie sur ]—1;—|—r:o[ par:

1
* pour n=0, f[jli,ﬂ?:l:\f—m

1-3?1

143

spour n>1, f (z)=

On Désignera par {Cﬂ} la courbe représentative de fﬂ dans un repere orthonormal {G,E,}} ayant
comme unité graphique 4 cm.

1. Déterminer les limites de f[:] aux bornes de son ensemble de définition.

lim fo(@)=0

Tr— oo

lim,  fo@)=+oo

I
. L . R *
Etudier le sens de variation de f[] et construire T dans le repére ({}!g!j} :

Soit = € ]~L;+oo[ , fo(x)= Q(J_lii;;,a

f ' est négative et f est donc croissante sur ]—l;—i—m[
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2. Soit n un entier naturel non nul.

b . o
a. fn désignant la fonction dérivée de fn , montrer que :

; _ xin—1(6n—3)x3+6n]
fr= 2(1423)(V1+23)

A montrer par récurrence.
b. Etudier le sens de variation des fonctions fl et fg puis dresser leur tableau de variation .

c. Tracer €1 et C'g dans le repére {G’Z’;}'


https://mathovore.fr/maths-exercices/corrige/img/ImageSQN10.jpg

Exercice 23 :

Calculer les limites suivantes, dont on admettra I'existence.

a. E@Fm(3$2+4$—5} =+4co

I
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. 3 1y

b. :r—ly-ﬂl-oo(g—l_‘m ﬂ?g}_g'
br—1

« :1:—}4—002 +5:l 3
d lim (Vz+Z2+Vz-3)=4o0
L opam .
e. [].
PENY —r+4, -1
- m CE) =g
Exercice 24 :

Pour chacune des fonctions f suivantes :

» Déterminer son ensemble de définition.

* Calculer les limites aux bornes de son domaine de définition.
* En déduire I'existence d'asymptote a la courbes représentative de la fonction f et indiquer leur équation .
. f@) =2

f est définie sur R—3

flz)=2

,:r—}+o::u

m_ flz)=2
51:—} 3+ {$} oo
@) =-

[l'y a une asymptote verticale d'équation x=3 et une horizontale d'équation y=2 .



festdéfinie & £2—r—12£0& z£-3, r#4

donc f est définie sur R—{—3;4} .
LJim  flz)=4

lim flr)=4

T —+co

, dim, fl@)=—oo

. mf9=+oo
L flE)=+oo

lim f{z) = —o0

r—»4—

Il'y a deux asymptotes verticales d'équation x=-3 et x=4 et une horizontale d'équation y=4 .
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Exercice 25 :

1. Etudier la restriction f,j de f a l'intervalle [0;2] et construire la courbe représentative de f,j .
f,j est dérivable sur [0;2[ en tant que fonction polynomiale.
Vre[02], fle)=4z-3z2 = (432

donc f ' est positive et f est croissante sur [[j;%]

Comment peut-on en déduire la courbe représentative de la restriction de f a l'intervalle [2n;2n+2] ol

n est élémentde ¥ .

f est 2-périodique donc il suffit de translater la courbe de f de 2 unités horizontalement.
2. Démontrer que :

Si ze[2n;2n42 , f(=) = (@—2n)%(2n+2-2).

Utilisons le principe de récurrence :

soit la propriété : P(n) = [pom" neEN, Vze2n2n4+2[, flz)= {x—ﬁn)g{ﬁn—i—ﬁ—x}.}


https://mathovore.fr/maths-exercices/corrige/img/ImageSQN8.jpg

Initialisation :
£ e[2x 0;2x 0+2[, f(2) = (z—2x 0)%(2x 042—2) = £2(2—2)
donc P(0) est vraie.
Supposons quil existe n €N, Vx € [2n;2n+2[ , f(z) = (z—2n)?(2n+2-2)}
Montrons que P(n+1) reste vraie.
neN, Vre2n;2n+2[, f©) = (z—2n)?(@n+2—-2)}

Soit X €[2n;2n42[, f(X+2)= f(X)
Posons x=X+2

alors = €[2n+2;2n+242[
et f(z)= flz—2)=(r—2-2n)(2n+2—(z—2).
@)= fo-2) = -2(n+D) 22 (+) - (-2).
@)= fo-2) = e-2(+D) 2@ (n+)+2-3).
Donc P(n+1) reste vraie.
Conclusion: ¥ neN, ¥z €[2n;2n42[, flz)= (a:—ﬁﬂ}g{ﬁn—i—ﬁ—:ﬁ].
3. Est-ce que f est continue sur R ?
Oui elle est continue sur R et on peut poser f(2n)=0 en prolongement par continuité.
4. Est-ce que f est dérivable sur R ?
Elle est dérivable également sur R.
Exercice 26 :
1. flz)=e—2e737

fl:l:l:l — E—ge_ax |I:I — E_EX ,1 — E—E

2. f/(5) =6e—3re—2e=37 — go—3r—2e—3z
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Donc f est strictement croissante sur [

3. L'équation de la tangente en ¥ est donnée par :
’H—f{%) = ff':ﬂ?o:' (r—zo)
TS U P

)= a2
f{%ﬁﬂﬁ} =e—1

et
/() oo~ Aimaa 5% 40

3 =
f’f(%ﬁnﬁj — ge—in2—2e—in2
f’f(%ﬁnﬁ} = Gﬁ_fﬂg_gemi%j
(L) = ge—In2—1
f(5in2)=6e—in
ffl:%ﬁﬂﬁjl — fe—Ini—I[ne
(L1 o) — ge—Ind
[(5In2) =6e—inde

1 &
f'(3in2) =1,

donc
— B 1
y—el=7(,z—5In2,)
6.1
Y = 5.X T, X ain2 el

6 & 1
Y =75 X, T—g in2, 1z



3
E

Y=gx ,ﬂ?—%£ﬂ2,+%

Y= %: (3z—In2+41)
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