Exercices de maths en L1

Dérivation

On considere les trois fonctions suivantes, représentées au voisinage de (0 sur la figure ci-dessous :

flz) = z|z| sur

R, g(z) = v& sur [0, +oo[ et h définiesur R par Az = = sin(;l—r) si

:E?é[] et h{0) =0.

1.0 fx) = x|x| LOY g =vx 021 (x) = xsin(1/x)
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Montrez que

. Montrez que

Montrez que

. Montrez que

X

f estdérivableen O etdonnez f'(0).
g n'est pas dérivable en (. Interprétez graphiqguement.
h est continueen 0.

h n'est pas dérivableen (.

Exercice 2 : Raccord dérivable de deux expressions
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Soit @ et b deuxréels. On définit f sur [0, +oo| par flz) = z2si 0 <z <1, et
flo)=avT +bsi z>1.

1. Aquelle condition sur @ et § lafonction f est-elle continueen 1 ?

2. Calculez la dérivée a gauche de f en 1. Sous la condition de la question 1, calculez sa dérivée a
droiteen 1.

3. Déterminez @ et p pourque [ soit dérivable en 1. Donnez alors I'équation de la tangente en
ce point.

4. Soit k(x) = |x2 —1|. Calculez k%(1) et k% (1).Lafonction k est-elle dérivableen 1 ?
g a

Exercice 3 : Calculs de dérivées de composées

Pour chaque fonction, précisez un intervalle sur lequel elle est dérivable, puis calculez sa dérivée.

L f® = (z24+1)° sur R.

2. fol®) = en % sur R.

3. fa(® =In(lng) sur 1, +oof |
4. fal@) = 2% sur 10, +oof .

5. felz) = V14 cos?x sur R.

Soit fl{r) =1+ sur [0, +oof .



1. Donnez I'équation de la tangente & la courbe de [ au point d'abscisse (.

2. Montrez que, pourtout = = 0, vl+x <1 —|—% .
3. Montrez que, pourtout x = 0, 14+ % _ ‘%2 <JT+z.

4. Déduisez-en un encadrement de /1,02 d'amplitude 5 % 10—°.

Exercice 5 : Extremums locaux et condition nécessaire

Soit f(x) = 3 —3x.

1. Déterminez les points ou f*r s'annule sur R . Etudiez les extremums locaux de f sur [ . Sont-
ils globaux ?

2. On restreint f au segment [—2, 2]. Déterminez le maximum et le minimum de f sur ce
segment, et tous les points ol ils sont atteints.

3. En £ = 2, [ atteint son maximum sur [—2, 2], mais f’(ﬁ) ?é 0 . Expliquez pourquoi cela
ne contredit pas le cours.

4. Donnez un exemple de fonction dérivable dont la dérivée s'annule en un point sans extremum local,
et un exemple de fonction ayant un extremum en un point ou elle n'est pas dérivable.

Dans chaque cas, vérifiez les hypothéses de I'égalité des accroissements finis sur I'intervalle indiqué, puis

déterminez tous les réels ¢ qui conviennent.

1. flr) = 22 sur [o,b],avec a<b.

2. flz) = =3 sur [0,3].
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3. flz) =1Inzsur [1¢].

4. pour f{z) = |z| sur [-1,1], montrez qu'aucun ¢ ne convient. Quelle hypothése manque ?

Exercice 7 : Dérivée d'une fonction réciproque

Soit f la fonction définiesur R par f(z) = ¢ +e¥.

1. Montrezque f est une bijectionde R sur [.On note g = f_l.

2. Justifiez que g est dérivable sur . Exprimez g/(y) enfonctionde ¥ etde g(v),sans
exponentielle.

3. Calculez g{1) et g/{1).Donnez I'équation de la tangente & la courbe de J au point d'abscisse
1.

4. Justifiez que g est deux fois dérivable et calculez g//{1}.

Exercice 8 : Dérivées de arcsin et arctan

1. Montrez que arcsin est dérivable sur ]—1,1[ etque arcsin’(y) =

1—y?”
2. Montrez que arcsin n'est pas dérivableen 1.

3. Rappelez la dérivée de arctan , enjustifiant son existence.

4. Soit g;.(;p:, = arctan z + arctan(;l—r) pour I ?é 0 . Calculez ¢, puis simplifiez f,m::t?:l sur
10, +oo[ etsur ]—eo,0[ .




Exercice 9 : Nombre de racines réelles d'une équation polynomiale

Soit P(x) = o —Br 41,

1. Soit f dérivable sur R etayantaumoins = 2 zéros distincts. Montrez que f” a au moins
m — 1 zéros distincts.

2. Déterminez les zéros réels de P’/ . Déduisez-en que P a au plus trois racines réelles.

3. Calculez P{-2), P(-1), P(l)et P(2).Concluezque P a exactement trois racines
réelles et localisez-les.

Exercice 10 : Théoreme de Rolle itéré

1. Soit f deux fois dérivable sur [a,b] et ¢ € Ja, b telque fla) = flc) = f{b). Montrez
quilexiste d € a, & telque (@) = 0.

2. Soit =1 et f une fonction 7 fois dérivable sur un intervalle I, quis'annuleen n +1
points distincts de f . Montrez que f':'”:' s'annule au moins une fois sur I .

3. Soit e, 3,7y trois réels. Montrez que I'équation e¥ = o £2 + £ « + -y aauplus trois
solutions réelles.

Exercice 11 : Encadrement du logarithme par les accroissements finis

b—a
= -

1. Soit [ < a « b . Montrez que ; <lnb-Ilna <

2. Déduisez-en que, pour tout = >0, 7 _f T = ln{l + :l?:l <.

n
1
3. Onpose Hy = E L pour m > 1 .Montrezque Infn +1)<H, <1+Inn.
E=1
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4. Déduisez-en la limite de ., , puis la limite de IH—”
nn

1. Montrez que, pour tous réels T et ¥, [sinz —siny| < |z — vy,

2. Montrez que, pour tous réels & et ¥, |arctanz —arctany| < |z —y|.
3. Montrez que, pourtous =, % 2 1, |v& — yg| < %l:t? — vy

1 1
4. Montrez que 207 < V10001 — 100 < 200 -

Exercice 13 : Suite récurrente et fonction contractante

On définit la suite  (uy,) par up = 0 et u, 1 = cos(ty) pourtout n € N.Lafigure ci-
dessous représente la fonction cosinus et la droite ¥ = £ sur [0, 1].



1.0-

0.8 -

0.6 1

0.4 -

0.2 1

0.0 -

. Montrez que I'équation Cos & = X admet une unique solution @ dans [D, 1].
. Montrez que 1y, € [0,1] pourtout 7.
. Montrez que, pour tout 72, [, 1 — & < sin(l) [up — of .

. Déduisez-en que (1) convergevers o.Sachantque In(sinl) a2 —0,1726, trouvez un
rang 7 & partir duquel |u, —a| < 1073,
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Exercice 14 : Monotonie d'une fonction et signe de la dérivée

Soit

f{a:} — (1_|_%)$ pour x >>0.

1

. On pose u{gp} = ln(l + }—r) — ——— pour x > 0. Etudiez le sens de variation de et sa

T+
limite en oo . Déduisez-en le signe de .

. Montrez que f est strictement croissante sur |0, +oo] .

Déterminez les limitesde f en [T eten —oo.Déduisez-enque 1< f{ﬂ:} << € pour tout
r>=0.

La fonction ,ig(;p:] — —}—r vérifie FQI{;E:I >0 sur R¥.Est-elle croissante sur R* ? Expliquez.

Exercice 15 : Stricte monotonie et dérivée qui s'annule

. Soit f continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b ,avec f’ > 0 .Démontrezque f est

croissante sur [a, b] .

. On suppose de plus que f’ ne s'annule qu'en un nombre fini de points. Montrez que | est

strictement croissante.

Montrez que x — & — sin & est strictement croissante sur [R . Déduisez-en que sin ¢ < x
pour tout £ > 0.

La fonction 1 —s 13 eststrictement croissante et sa dérivée s'annule en [ . Quelle conclusion
en tirez-vous ?

Exercice 16 : Dérivées n-iemes usuelles

Calculez, pour tout 7 £ IN, la dérivée 7i-ieme des fonctions suivantes. Justifiez chaque formule par
récurrence.



L flz) = li,ﬂ: sur |—oo, 1[.
2. s{x) =sinz sur R.
3. £(z) = In{l+ x) sur ]-1,4oo[,pour n > 1,
1 1
4, i

r{(z) 1: pp ]1, +oo[ . On pourra d'abord écrire  r comme combinaison de pr—

et r+1°

Exercice 17 : Formule de Leibniz

1. Calculez la dérivée n-iémede 1 —s r2dgT.
2. Soit  flx) = {1:3 + 1)sin = . Exprimez f(n){;[;“:] a l'aide de la formule de Leibniz.

3. Déduisez-en f':”:'{[j} selon la parité de 7. Vérifiez lerésultatpour n =1 et n = 3.

Exercice 18 : Fonction dérivable non de classe C1

Soit f et G définiessur R par f{@ — 2 sin(%)r g(a:} — 3 sin(}—r) pour ;t??é 0, et

f0) = ¢(0) = 0.

1. Montrez que [ est dérivable sur [ et calculez f’.
2. Montrez que f n'estpas de classe 1 sur R.
3. Montrez que T estdeclasse ¢l sur .

4. Montrez que 9 n'est pas deux fois dérivableen 0.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Exercice 19 : Somme des carrés des coefficients binomiaux

Soit n € N.

1. Pour 0 < k < n,calculez la dérivée k-itmede £ — z7.

2. Calculez de deux facons la dérivée 7 -iemede 1 — r<4m :directement, puis en écrivant
rd4n — 7M. M eten appliquant la formule de Leibniz.

3. Déduisez-en Iidentité ¥ (”’k) = ( E).
£=0

4, Vérifiez cette identité pour n = 3.

Soit f définie sur R par flz) = T si z>0et flzy =0si =z <0,

1. Montrez que, pour tout polynéme &}, Q(%) E_lfﬂ? — 0 quand x — Ot

2. Montrez par récurrence que, pour tout 1, il existe un polynéme F,, tel que

f(ﬂ),:@, — Pn(:l_r) E_lf'r’f‘? pour £ > 0.Donnez une relation entre Ppy1, Pp et Pl

3. Montrez par récurrence que | est 7 fois dérivable sur R avec f(”:'([j} — (0, pour tout 7.

4. Concluez que f estdeclasse °° sur R.Calculez Pq et Pgq.

Exercice 21 : Théoreme des accroissements finis généralisé

1. Soit f et @ continuessur [a, &] et dérivables sur ]a, B[ . En appliquant le théoréme de Rolle



a hiz) = (f(b) — fla)) g(x) — (g(b) — gla)) f(x), montrez qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que

(F(b) = f(a)) g'(c) = (g(b) = g(a)) f'(c).

/

2. Onsuppose de plus  fla) = g(@) = 0, g’ nes'annulant passur Ja, B[ , et f—;ﬁl P
golr

quand £ — gt.Montrezque 9 nes'annule passur |a, b], puis que J;—Eg — £ quand

r — at.

r—zn T

3. Appliquez deux fois ce résultat pour calculer liI'ﬂU+ 3 .Que vaut la limiteen [ ?
_}

I

Exercice 22 : Racines des polynomes de Legendre

Soit m =1 et Q(x} = (,1:3 — 1}n.On note L, = Q':”).

1. Justifiezque —1 et 1 sontracines de Q(k:' pourtout k € {0,1., n —1}.

2. Montrez par récurrence que, pour 1 < k < n, Q(k) admet au moins % racines distinctes
dans ]-1,1[.

3. Déduisez-en que L, estun polyndme de degré 7 dontles 7 racines sont réelles, simples et
situées dans |1, 1] .

4, Calculez Ln et L3 et vérifiez le résultat.

Exercice 23 : Probleme : le théoreme de Darboux

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .On veut montrer que f’ vérifie la propriété des
valeurs intermédiaires, méme lorsqu'elle n'est pas continue.

1. Soit @ < b dans I avec ff{a} <0< f’{b} . Montrez que f atteint son minimum sur
[@, B] enunpoint ¢, puisque c¥ a et cFb.
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2. Déduisez-en quil existe ¢ € Ja,b[ telque f'(c) = 0.

3. Soit @ < & dans F et } unréelstrictement compris entre ff{a} et f’r(b} . Montrez qu'il
existe ¢ € Ja,b[ telque f'(c) = X.Déduisezenque f'(I) estunintervalle.

4. Montrez que la fonction FH définiepar H(z) = 0si x <0et H{r) =1s x >0 nest
la dérivée d'aucune fonction dérivable sur [ .

5. Soit  F(r) = z2 sin(%) et F(0) = 0.Montrez que, pourtout § >0, F' prend toutes
les valeurs de  [—1,1] sur ]0,4[.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loinen L1

Le cours : dérivation, cours de maths en L1

A maftriser avant : Limites et continuité des fonctions

Chapitre précédent : Limites et continuité des fonctions

Chapitre suivant : Fonctions usuelles et fonctions réciproques

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de mathsde L1 a L3
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