Cours de maths en L1

Dérivation

. Nombre dérivé et dérivation en un point

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R non réduit & un point. De plus, f est une fonction
de T dans R et @ unpointde I .L'idée estsimple:oncompare { & une fonction affine au
voisinage de .

1. Taux d'accroissement et nhombre dérivé

Définition :

Le taux d'accroissement de f en & est la fonction définiesur I\ {a} par
_ flz) — f(a).
Tall) = T — a
Onditque [ estdérivableen @ si 7g admet une limite finieen @ . Cette limite est le nombre
dérivé de f en a,noté f,@ . Autrement dit,

) i, H B

Géométriquement, T4(x) est la pente de la sécante qui joint  Afa, f(a)) aupoint Mz, f(z)).
Ainsi, quand & tend vers @, les sécantes pivotent autour de 4 . Comme le montre la figure ci-
dessous, elles se rapprochent d'une droite limite : la tangente.
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Définition :

Si f estdérivableen a,latangente a la courbe de f au point d'abscisse @ est la droite
d'équation

y = f(a) + f'(a)(z — a).

Soit fl(z) = =2 et a € R .Pour a:?éa,ona Ta(ﬁ}zwzx_kamar

conséquent, T4(x) — 2@ quand = — a .Donc f estdérivableen a et f’(a} = 2a.En
a = 1, latangente a pour équation ¥y = 2z —1,




2. Développement limité a l'ordre 1

La dérivabilité se traduit aussi par une approximation affine. Cette forme est souvent la plus commode
dans les démonstrations.

Proposition :

La fonction [ est dérivable en @ si et seulement s'il existe un réel £ et une fonction £ de limite
nulleen [ tels que, pourtout h avec a +h € I,

fla+h) = fla)+ £ h +he(h).

Danscecas, £ = f'(a).

Démonstration :

Supposons f dérivableen a.Onpose e(h) = T4(a + A) — f’{a) pour A ?é 0, et
e(0) = 0.Alors € tendvers 0 etl'égalité alieuavec # = f';{a}. Réciproquement, si I'égalité
a lieu, on divise par h 7 0. 0Onobtient T4{a 4+ k) = £ + &(h), quitend vers £.

Proposition :

Si f estdérivableen a,alors [ estcontinueen a.

Démonstration :

D'aprés la proposition précédente, f{a + A) — f(a) = A {f’{g} + e(h)) . Le second membre est
un produit de deux facteurs : le premier tend vers (J, le second reste borné. Donc
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I fla+h) = fl@) quand h — 0.

La réciproque est fausse. En effet, la fonction = — |a:| est continue en 0. Cependant, son taux
d'accroissement vaut 1 adroite et —1 a gauche :il n'a pas de limiteen 0.

Il. Dérivabilité a gauche et a droite

Certaines fonctions sont définies par des formules différentes de part et d'autre d'un point. On étudie alors
le taux d'accroissement séparément de chaque coté.

Définition :

Onditque f estdérivable a droiteen @ si T,(x) admet une limite finie quand £ — g+.
On note cette limite f&{a} . De méme, la dérivée & gauche f’;rl:a} est la limite de  T4(z) quand
T —+a .

Propriété :

Soit @ un pointintérieura I.Alors [ estdérivableen @ sietseulementsi f estdérivable a
gauche et a droite en @ avec f;,{a} = f&{a} .Danscecas, f'(a) est cette valeur commune,

Cette propriété découle directement de la caractérisation d'une limite par ses limites a gauche et a droite.
Lorsque les deux dérivées latérales existent mais different, la courbe présente un point anguleux. Elle
possede alors deux demi-tangentes distinctes, comme on le voit sur la figure ci-dessous.



3.0 1 — fx)=|x2 = 1]
— = demi-tangente a gauche, pente —2
2.5 — — demi-tangente a droite, pente 2

2.0 1
1.5+
1.0

0.5 1

0.0

point anguleux

—0.5
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X
soit f(z) = |2 —1|.Pour £>1, f(r) = £2—-1,donc 7y(x) = = +1 — 2. Pour

re]-11[, fl@ =1-=2, donc Tl(;]::] = —(z +1) = —2. Ainsi f&{l} = 2 et
f’rg(ljl = —2. Par conséquent, f n'est pas dérivableen 1.

Méthode :

Pour étudier la dérivabilité d'une fonction en un point @ :

1. vérifiez d'abord la continuité en @ (sinon, la fonction n'est pas dérivable) ;

2. écrivez le taux d'accroissement T,4(z) et simplifiez-le ;

3. cherchez sa limite, séparément a gauche et a droite si la formule changeen a ;

4. concluez. Si le taux tend vers oo, la courbe admet une tangente verticale.
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Remarque :

. . L . 1
La fonction racine carrée est continue en (). Pourtant, Tm{x} = = —+ +oco quand p — ot.
Elle n'est donc pas dérivable en [, et sa courbe y admet une demi-tangente verticale.

lIl. Opérations sur les fonctions dérivables

Onditque [ estdérivable sur I sielle est dérivable en tout point de I . On définit alors la fonction
dérivée f’ . Les régles de calcul suivantes permettent d'obtenir la dérivabilité sans revenir au taux
d'accroissement.

1. Somme, produit, quotient

Théoreme :

Soit f et J dérivablesen a,et X £ R.Aors f+g, Af et fg sontdérivablesen a,
avec

(19)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a).

I
Sideplus g(a) 0, alors Jﬁr est dérivableen a et (%) (@) = ff’(a)g[ﬂir(;)_;[ajgf(aj .

Démonstration :

Montrons la formule du produit. Pour = ?é a , on intercale le terme  f(a)g(x) :

f()ale) — f(@)ala) _ Fx) = £(@) oy | pqy 9z = gla)

Or 9 est continue en @, car dérivable. Le membre de droite tend donc vers




I ff{a}g{a} + f(a)g’ (@) . Pour le quotient, on traite d'abord lﬁ, puis on applique la formule du

produit.

2. Dérivée d'une composée

Théoreme :

Soit f:I — J dérivableen a,et g:J — R dérivableen & = f(a).Alors go f est
dérivableen a et

(gof)(a) = g'(f(a) f'(a).

Démonstration :

On ne peut pas écrire naivement un gquotient par f{a:‘:l — fl:a:l , Qui peut s'annuler. On introduit donc

la fonction % définie sur J par ((y) = % si yF b, et (b)) = g/(b).Par

définition, % est continueen & . De plus, pourtout % € Jf ,ona
g(y) — g(b) = e(y)(y —b) . Ainsi, pour = ?é a

o (=) — glf(@) _ 10y F2) = Sa)

Enfin, f estcontinueen a,donc @(f(z)) — g/(b). Le résultat s'en déduit.

La fonction ¢ — 1T — ex lnx estdérivable sur ]D, —I—CO[ comme composée. Sa dérivée vaut

(Inz +1) =%,
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3. Dérivée d'une fonction réciproque

Soit f continue et strictement monotone sur I . On sait que f réalise une bijection de I sur
lintervalle J = f(I), etque f_l est continue. La question est alors de savoir si f_l hérite de la
dérivabilité.

Théoréme :

Soit f continue et strictement monotone sur I, dérivableen a@,et b = f{a). Alors f_l est
dérivable en b si et seulementsi  f (@) ?é 0 . Dans ce cas,

Pour ¥y € J, vy ?é b, posons £ = f_l(y} . Comme f_l est injective, ?é @ .0na
alors

f_l(y)_f_l(b) . T —a .
y—b — f(z) — f(a)

Quand y — b, lacontinuit¢de f—! donne = — a.Si @ ?é 0, le quotient tend donc

1
vers iy Si f{a) = 0, savaleur absolue tend vers +co : il n'y a pas de dérivabilité.

Géométriquement, les courbes de f et de f_l sont symétriques par rapport a la droite ¥ = I,

Cette symétrie échange une pente 771 et la pente % . La figure ci-dessous l'illustre avec la tangente et

I'arctangente.



— tan sur ]1—n/2,n/2[ /
2 4 —— arctan /
droite y = x /

Pour dériver une fonction réciproque f_l en b
1. justifiez que f est continue et striccement monotone sur un intervalle ;

2. trouvez l'antécédent a = F1(b) et vérifiez que f’;{a)% 0;

15/ 1
3. écrivez l:f 1} {5:' = @) puis exprimez le résultat en fonction de & si c'est possible.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

La fonction tan est strictement croissante de  ]—77 o[ sur R.Deplus, tan’ = 1+ tan2 ne

s'annule pas. Donc arctan est dérivable sur [ et
1 1

1+ tan(arctan y) 142

arctan’(y) =

IV. Extremum local et théoreme de Rolle

1. Condition nécessaire d'extremum

Définition :

Onditque f admetun maximum localen a s'ilexiste § =0 telque f{z) < f(a) pour tout
z € IN Ja—35,a+ 6] .On définit de méme un minimum local. Un extremum local est un
maximum local ou un minimum local.

Théoreme :

Soit @ un point intérieura I.Si f admetun extremum localen @ etsi [ est dérivable en
a,alors f'(a) = 0.

Démonstration :

Supposons que f admet un maximum local en @.Comme @ estintérieur, on choisit § tel que
lo —6,a+6[ C IT.Pour a<z<a+8 ona T4(x) < 0.Parpassage a la limite,
@) = f%(a} < 0.Deméme, pour g —é <z <a,ona T4(x) = 0,donc
f';{a:l = fg{a:l > 0 . Finalement, f,@ — (. Le cas d'un minimum se traite en remplacant




I fpar —f.

D'abord, la réciproque est fausse: 1+ — 3 aune dérivée nulle en [ sansy avoir d'extremum.

Ensuite, I'nypothese « intérieur » est indispensable : sur [D, ] , la fonction & — x atteint son

maximum en 1 alors que sa dérivée vaut 1 . Enfin, un extremum peut se trouver en un point ou
f n'est pas dérivable, comme |z|en 0.

2. Le théoreme de Rolle

Théoreme :

Théoréme de Rolle. Soit a < b et f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur Ja, &]
telle que  f(@) = f(b).Alorsilexiste ¢ € Ja,d[ telque f'(c) = 0.

Démonstration :

La fonction [ est continue sur le segment [, b]. Par le théoréme des bornes atteintes, elle y
admet un maximum A4 et un minimum ™ .Si m = M ,alors [ est constante et tout

¢ € |a, b convient. Sinon, I'une des deux valeurs difféere de  f{a) = f(b) . Supposons par
exemple M ?é fl@). Alors M estatteint enun point ¢ quin'estni @ ni b.Ainsi ¢ est
intérieur, f y est dérivable et y admet un maximum. Par conséquent, f’r@ = 0.

Autrement dit, entre deux points de méme hauteur, la courbe possede au moins une tangente horizontale.
La figure ci-dessous en donne une illustration.
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— courbe de f, avec f(a) =f(b)
—— tangente horizontale en ¢

a c b

Soit P un polyndme réel ayant % racines réelles distinctes £ < - .- < Zn, On applique le
théoreme de Rolle sur chaque [:J?;:, xk—l—l] . On obtient ainsi 7 — 1 racines distinctes de p/
une dans chaque intervalle ]xk, 35;:_,_1[ .

V. Les accroissements finis

1. Egalité des accroissements finis

Théoreme :




Egalité des accroissements finis. Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b . Alors il
existe ¢ € Ja,d[ tel que

F(b) = f(a) = f'(c)(b = a).

Onpose p — w et g{z) = f{z) — p (xr —a).Llafonction g est continue sur

[@, b] et dérivable sur Ja, & . Deplus, gla) = fla) et

g(b) = f(b) — (f(b) — f(a)) = f(a). Le théoréme de Rolle fournit donc ¢ € Ja, b[ tel que
g/{c) = 0, c'est-a-dire ffliﬁjl = p.

Ainsi, il existe au moins un point ol la tangente est paralléle & la corde [AB]. La figure ci-dessous
montre qu'il peut en exister plusieurs. En revanche, le théoreme ne dit rien sur la position exacte de ¢ .

—— courbe de f
05 - — corde [AB]
- == tangentes paralleles a la corde

a C1 C> Cz b
X
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Remarque :

Ce théoreme concerne les fonctions a valeurs réelles. Par exemple, pour  f(t) = ett sur [0, 27,
ona f(2m) — f(0) = 0.Cependant, |f’(£)| = 1 ne s'annule jamais. L'égalité est donc fausse
pour une fonction a valeurs complexes.

2. Inégalité des accroissements finis

Théoreme :

Inégalité des accroissements finis. Soit f continue sur I, dérivable a l'intérieurde I .On
suppose qu'il existe A > 0 tel que |f’{t}| < M pourtout ¢ intérieura I . Alors, pour
tous T,y € I,

|f(z) = fy)l < M |z -yl

Onditque [ est MM -lipschitzienne sur I .

Démonstration :

Soit & < ¥ dans I .On applique I'égalité des accroissements finis sur [a':, ] . Il existe donc

c € Jo,y[ telque f{y) — f(£) = f/ Oy — ) .0r c estintérieura I, donc
IF'(6)| € M . Lerésultat en découle. Le cas £ = ¥ est immédiat.

Méthode :

Pour majorer un écart |f{z) — flv)|
1. choisissez un intervalle contenant & et Y surlequel f est dérivable ;

2. majorez |f’| sur cet intervalle par une constante A , la plus petite possible ;




I 3. concluez par I'inégalité des accroissements finis : | f{z) — f{y)| < M |z — y|.

Comme |sin’| = |cos| < 1,onobtient |sin & —sin y| < |& — y| pour tous réels &, ¥ . En
particulier, avec ¥ = 0, onretrouve [sin | < |=].

VI. Monotonie et signe de la dérivée

Le lien entre variations et signe de la dérivée est connu depuis le lycée. Désormais, les accroissements
finis permettent de le démontrer.

Théoréme :

Soit f continue sur l'intervalle I et dérivable a I'intérieur de T . Alors :

1. f estcroissante sur I siet seulement si f’ = 0 alintérieurde I ;

2. [ estconstantesur I siet seulement si f’ = 0 al'intérieurde I ;

3.si f"} 0 alintérieurde I ,alors [ est strictement croissante sur T .

Démonstration :

Supposons f’ > (0 etprenons T <Y dans I .D'apres |'égalité des accroissements finis,

fly) - fi©) = /Oy — ©) avec ¢ € ]z, y[ . Ce nombre est positif, donc  f{x) < f(v).
Si f’ > (0, il est strictement positif. Réciproquement, si f est croissante, tous les taux
d'accroissement sont positifs. Par passage a la limite, f’ = [ . Le point 2 s'obtient en appliquant le
pointla feta —f.
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D'une part, I'hypothese d'intervalle est essentielle. Par exemple, + _51—]: a une dérivée

strictement positive sur [R*, mais elle n'est pas croissante sur [R*. D'autre part, la réciproque du
point 3 est fausse : 4+ —s 3 est strictement croissante et pourtant sa dérivée s'annuleen (.

Corollaire :

Soit f continue sur I et dérivable a I'intérieur de I, avec f’ > 0.Si f’ ne s'annule qu'en
un nombre fini de points, alors [ est strictement croissante sur T .

La fonction f(x) = = —sin = apour dérivée 1 —cosx > 0.Sur [0,1], celle-ci ne s'annule
gqu'en 0.Donc [ est strictement croissante sur [D, ] ,d'ou sinx < x pour T € ]D, 1] .
Pour x =1, cette inégalité est évidente.

Proposition :

Théoréme de la limite de la dérivée. Soit f continuesur I, dérivablesur I\ {a}.Si
f'i{a::l — £ € R quand = — a,alors | estdérivableen @ et f’{a} = £,

Démonstration :

Pour = ?é a , I'égalité des accroissements finis sur le segment d'extrémités @ et I fournit Cg
strictement entre @ et £ telque 7,(x) = f’{cdr} .Quand £ — @ ,onaaussi Cpr —* G,
Donc T4{z) — £.




VIl. Dérivées successives et fonctions de classe C*n

1. Dérivées successives

/
On pose f'i':':' = f . Si f':”:' existe et est dérivable sur I, on pose f(ﬂ-i'l) — (f':ﬂ)) .On

ditque f est n fois dérivable si f('”:' existe. De plus, f estde classe (™ sielleest 1
fois dérivable et si f'i'-”fj est continue. Enfin, [ estde classe ¢ sielle est de classe ¢™ pour
tout .

Par récurrence, pour tout 1 € IN, Sin(ﬂj(x} = sin(a: + TE—TT) . En effet, dériver sin revient a

. m ., . m
ajouter 7 al'argument, car C0s T = sm(a: + §) .

Les inclusions ¢n+1 — ¢ sont strictes. Considérons en effet f{x} — rl sin(%): prolongée par

f(0) = 0. D'une part, @

< || donc f’([]} = (1. D'autre part, pour % ?é 0,

f’(x} — 9 sin(;l—r) — cos(}—r)r quin'a pas de limiteen (. Ainsi f est dérivable sur R mais n'est

pas de classe (1. La figure ci-dessous montre les oscillations de f’ :
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0.06 { &) = x?sin(1/x) ’; Ls dérivée f, avec f(0) =0
0.04 l 1:0_
0.02- 05 ]
0.001 0.0
~0.02 - o5
~0.04 1 10
~0.06- 1s |
-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
x X

Propriété :

Les sommes, produits, quotients (& dénominateur non nul) et composées de fonctions de classe ™
sont de classe ™ . En particulier, les polyndmes, &¥P, gin, cos sontdeclasse ¢ sur
R.et In l'estsur |0, +oof.

2. Formule de Leibniz

Théoreme :

Formule de Leibniz. Si [ et g sont 7 fois dérivables sur I, alors fg I'est aussiet

(F)™ = 5 () §®) gnh),
k=0

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 0, la formule est évidente. Supposons-la vraie au



rang 7,avec f et § n -+ 1 fois dérivables. Chaque terme f'ik:'g(”_k:' est dérivable, d'ou

£g)+D) = I\ n plRA1) j(n=k) | ez #(6) g (n+1-Fk),
(F9) > (%) g k;g(k) g

k=0
Dans la premiére somme, on pose § = & =+ 1. On regroupe ensuite les termes de méme indice.
+1
Enfin, la relation de Pascal [\ef47]{ ;'_1 =)+ (7;) = [Hef‘ﬁ?](ﬂ ; ) donne la formule

aurang n +1.

Méthode :

Pour calculer {fg}(”j avec la formule de Leibniz, placezen f un polynome de petit degré o .
En effet, ses dérivées d'ordre % > d sont nulles. La somme ne compte alors que d + 1 termes.

Calculons la dérivée n-igmede h{x) = £ €27 .Onprend flr) = z et g(r) = €27 , avec
g':k:'(@ — 9k 221  Seulslestermes % — 0 et k — ] subsistent:

h(n)(x) = 22" e28 4 n 27 120 = 27124 4 n) 27,

Ce qu'il faut retenir

o [ estdérivableen a sile taux d'accroissement M a une limite finie ; la tangente a

pour équation y = f(a) + f'(@)(z —a) .
« Dérivable implique continue, mais la réciproque est fausse : penseza |z| etd vZ en 0.

e En un point intérieur, { est dérivable si et seulement si ses dérivées & gauche et a droite existent
et sont égales.
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(gof) = (g of)x f et (FY') = m jorsque f/(F () £ 0.

En un point intérieur, un extremum local d'une fonction dérivable annule la dérivée ; la réciproque
est fausse.

Rolle: f(@) = f(b) entraine I'existence de ¢ € Ja, b[ telque f'(c) = 0.

« Accroissements finis :  f(B) — f(@) = f' () (b —a) ;si |f'| < M, alors
@) — fy)l < Mz —y|.

Sur un intervalle, le signe de f’r donne les variations de  f, et f’r = () caractérise les
fonctions constantes.

e Formule de Leibniz : {fg)(”:' = Z (1,) f(k) g':”_k), a utiliser avec un facteur polynomial.
k=0

« Une fonction dérivable n'est pas forcément de classe 1, comme le montre 2 sin(1/x) .

Questions fréquentes sur dérivation

Quelle différence entre dérivable et de classe C1 ?

Une fonction est de classe C1 si elle est dérivable et si sa dérivée est continue. La fonction égale a
z2 sin(1/x) , prolongée par 0 en 0, est dérivable sur R, mais sa dérivée n'a pas de limiteen 0.
Elle est donc dérivable sans étre de classe C1.

Quand utiliser I'inégalité plutét que I'égalité des accroissements finis ?

L'inégalité suffit pour majorer un écart | () — ()| désque |f’| estbornée par ML . L'égalité est
utile quand on veut un encadrement strict ou quand on doit localiser le point < . Dans les deux cas,
vérifiez la continuité sur le segment et la dérivabilité a I'intérieur.

Une dérivée nulle en un point implique-t-elle un extremum ?

Non. La fonction x —s 3 aune dérivée nulle en [ sansy admettre d'extremum. La condition
f’{.:;,j = 0 est seulement nécessaire, et seulement en un point intérieur o f est dérivable.



Pourquoi le théoreme de Rolle demande-t-il la continuité sur le segment fermé ?

La preuve utilise le théoreme des bornes atteintes, qui exige une fonction continue sur un segment. Sans
continuité en une borne, le résultat tombe : la fonction égale 8 = sur [0,1[ etd 0 en 1 vérifie
f(0) = (1), mais sa dérivée vaut toujours 1 .

Pour aller plus loin en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur dérivation

Les solutions : corrigé des exercices sur dérivation

A maitriser avant : Limites et continuité des fonctions

Chapitre précédent : Limites et continuité des fonctions

Chapitre suivant : Fonctions usuelles et fonctions réciproques

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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