Corrigés des exercices de maths en L1

Dérivation

Corrigé de I'exercice 1 : Dérivabilité en un point

1. Pour = ?é 0, le taux d'accroissementde f en 0 vaut flz) ; f0) — E'f' — |$|.Iltend
vers 0 quand £ — 0 .Donc [ estdérivableen 0 et f’;{[]} = 0.

2. Pour £=>0,0na M — % — % .Cetauxtend vers —co quand x — 0.
Ainsi 9§ n'est pas dérivable en () :sa courbe admet en I'origine une demi-tangente

verticale.

sin(1)

3. Pourtout &£ 0, h(z)| = |7

Donc /. est continueen [J.

< |« - Par encadrement, A(z) — 0 = h(0).

4. Pour ?é 0, le taux vaut @ — sin(l) . Considérons d'abord @y = m . Alors

T
an — 0 et sin(l/a,) = 1. Ensuite, avec p — L ona b, — O et sin(l/b,) =0
. Les deux suites donnent des limites différentes. Par conséquent, le taux n'a pas de limiteen 0.
La fonction }, est continue mais pas dérivableen 0.

Point de méthode : pour prouver qu'une limite n'existe pas, exhibez deux suites qui tendent vers le
point étudié et le long desquelles la fonction a deux limites différentes.

Corrigé de I'exercice 2 : Raccord dérivable de deux expressions

1. Ona f(1) =1, etlalimitedgauchevaut 1.Pour z>1, flr)=avT +b — a+b
quand s —s 1T .Donc [ estcontinueen 1 sietseulementsi a +5 = 1.
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2. Pour 0 < x <1, letaux vaut % =z +1 — 2. Ainsi f’rg{l} = 2 . Supposons
maintenant 4y = 1 — g .Pour £ >>1,o0ona
f(*f)_f(l)_mﬁ—a_ a(vz —1) _ _a .
r—1 — z—-1 T (zxz-1(wx+1) T v +1
Ce quotient tend vers 7 . Donc f;r{l} =2 et fé{l} =3.

3. Une fonction dérivable est continue, donc on doit avoir a 4+ & = 1. Ensuite, la dérivabilité
équivaut a I'égalité des dérivées latérales : % = 2.Dol g =4 et h = —3.Latangenteen
1 apouréquation y = f(1) 4+ 2(x —1) .Ainsi a = 4, b = -3, etla tangente est la
droite v = 2r —1.

4. Pour z>1, kiz) = £2 —1,doncletauxvaut £ +1 — 2.Pour -1l <z <1,
k(z) = 1— 2, doncletauxvaut —(z +1) = —2 . Ainsi kg(1) = -2 £2= HOE
k n'est pas dérivable en 1 (point anguleux).

Corrigé de I'exercice 3 : Calculs de dérivées de composées

1. La fonction fl est un polynébme, donc elle est dérivable sur [ . Par la regle de la composée, avec
u(r) = z2 41 et u/(z) = 2z fi{a:} =5-2z (£2 +1)* = 05(z2 + 1%,

2. Les fonctions gin et €%P sont dérivables sur R . Par conséquent, f;{:ﬂ] = cosz efin T,

3. Pour £>1,0na lnz>0.0r In estdérivablesur |0, +oo[.Donc fg estdérivable sur

Ii, ++oo[ | et f;{:n) Yz

“lnz " zlnzx’

4. Par définition, f_i{:l.?:l — eZIn % |afonction £ — xln & est dérivable sur 10, +oo[ , de
dérivée In z 4+ 1 . Ainsi f';{:t?:l =(1+Ilnzx) z=.

5. Pourtoutréel =, 1+ cos2x > 13 0.De plus, laracine carrée est dérivable sur |0, +oo .
Donc f5 est dérivable sur [, et

/ _ 2cosz-(—sinz)
f5($) 2/l +cos?yx

gIN T Cos T sin(2x)

. / _ ENTCOET L ekl S
Autrement dit, fE(:F:l ~ fT+celz  WlFfecotz




Corrigé de I'exercice 4 : Tangente et approximation affine

1. Lafonction f estdérivable sur [0, +oo[ avec f'(x) = giﬂl_l_—m.Ainsi fl0) =1 et

f’{[j} = %.La tangente en () a pour équation Yy =1 —I—% .

2. Posons ufz) = 1+35 —VI+z . Aors u/(z) = %_Evfll—l——;r'Pour r >0,
VI+z >1,donc w/(x) > 0.Ainsi u estcroissante sur l'intervalle [0, +0o[ . Comme
u(0) = 0,onobtient % > 0.Donc I+ z < 1—|—% pourtout =z > O,

2 1 1 .
3. Posons y(r) = VI +x —1- % + ‘% .On calcule /() = iTs 2 —|—% . Ensuite,

1 1
viz) = 7 T a1+ )% Pour =z 20, (1 —|—,:1::|3f'FE > 1,donc v/ > 0. Par

conséquent, v/ est croissante et v/(z) > w/(0) = 0.Deméme, v est croissante et
v(z) > v({0) = 0. Donc 1—|—%—‘%2 < 1+ z pourtout = >0,

4, Onprend = = 0,02, Alors 1—|—% = 1,01 et %’" — % = 0,00005 - Ainsi
1,00935 < /1,02 < 1,01, encadrement d'amplitude 5 x 10—5.

Corrigé de I'exercice 5 : Extremums locaux et condition

nécessaire

1. Ona f’{;r] = 322 -3 = 3(r — 1){z +1). Ladérivée s'annule doncen —1 eten 1.Elle
est positive sur |—oo, —1] , négative sur [—1,1] et positive sur [1, +oo[ . Ainsi [ croit,
puis décroit, puis croit. Par conséquent, f admet un maximum local en —1, égal a f{—l} = 2
,etun minimum localen 1,égala f(1) = —2.Cependant, f({z) &+ +o0 en +oo et

flz) =+ —oo en —o0 . Les extremums locaux 2 (en —1)et —2 (en 1) ne sont
pas globaux sur [.

2. Oncalcule f(—2) = —8+6 = —2 et f(2) = 8 —6 = 2. D'aprés les variations, le
maximum de f sur [—2, 2] estle plus grand des nombres f{—1) = 2 et f(2) = 2.De

méme, le minimum est le plus petit des nombres  f{—2) = -2 et f(1) = —2.sur [-2, 2]
, le maximum vaut 2, atteinten -1 et 2 ;le minimumvaut -2, atteinten -3 et
1.
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3. La condition nécessaire f’r{a} — (0 ne s'applique qu'en un point intérieur a l'intervalle d'étude.
Or 2 estune extrémité de [—2, 2] .1l n'y a donc aucune contradiction : en une borne, la
dérivée d'un extremum peut étre non nulle.

4. D'une part, x —s x3 vérifie f’{[j} — . Pourtant elle est strictement croissante, donc sans

extremum local en (0. D'autre part, = —+ || admetun minimumen 0, ou elle n'est pas
dérivable. La condition ff{a} = (0 n'est ni suffisante, ni applicable sans dérivabilité.

Corrigé de I'exercice 6 : Valeurs du point intermédiaire des

accroissements finis

Dans les trois premiers cas, la fonction est continue sur le segment et dérivable sur I'intervalle ouvert. Le
théoreme s'applique donc.

1. Oncherche c telque #2 — g2 = 2¢(b —a).Comme b —a ?‘3 0, cela équivaut a

2¢ = a + b . Le seul point qui convient est ~ — agib , le milieu de [a, b].

2. Oncherche ¢ € ]0,3[ telque 97 —0 = 3¢2x 3 ,s0it 2 = 3.Lavaleur —y3
n'appartient pas a l'intervalle. Le seul point qui convient est -~ — /3 . La figure ci-dessous
montre la tangente en ce point, paralléle a la corde de pente 9.



30

— y=X3
25 — corde, pente 9
—-—- tangenteenc= V3, pente 9
20 -
/,.
15 1
>
10 -
5 4
0 .
A,,
0 1 /3 2 3

3. Oncherche ¢ € Jl,ef telque Ine —lnl = %(E — 1) soit 1 =& El . Le seul point qui

convientest ¢ = ¢ —1 2 1,718, qui appartient biena ], ¢[.

S = f(=1
1—(-1)
en 0.Aucun ¢ ne convient : I'hypotheése de dérivabilité sur |—1,1[ fait défauten 0.

4. Ici, — (.Or, pour ¢ ?é a, f'i{c} =41 ?é 0.Deplus, [ n'est pas dérivable

Corrigé de I'exercice 7 : Dérivée d'une fonction réciproque

1. Lafonction f estdérivablesur R et f'(x) = 1+ e% > 0. Elle est donc continue et
strictement croissante sur l'intervalle [ . De plus, f{:ﬂ} — —00 en —00,car et — 0, et
flz) = +0o en oo . Parle théoréme de la bijection, f{R) = R.Ainsi f estune
bijection de R sur [.

2. La dérivée f” ne s'annule jamais. D'apres le théoreme de dérivation d'une réciproque, & est
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dérivablesur R et g/(y) = -0 flg(y) =y, clest-a-dire

_ 1
14+ ef
a(y) + e9(¥) — y . On remplace donc  o9{¥) par u — g{%/).On obtient

g'(y) = 1+y— g(y)”

, 1 1
3.0na f{[j:l =10 +1 = 1, donc g{].:l = D Ensuite, g'FI:]_:l = 1_|_1—_|:| = i Donc
g() =0, ¢/(1) = %, et la tangente a pour équation v — %{;p —-1.
, 1 , , ,
J — — =+ . .
4. Lafonction ¢’ = 7~ eXp o g est derivable, comme composée et inverse de fonctions

dérivables, avec un dénominateur non nul. Ainsi g est deux fois dérivable, et

W) gi(y)
(1 4+ Eg(y))z

1% 1/2 i
22 — —E-

g'(y) = —

En v =1,ona EE":U — 1 et Q’I{l} = %'DO"C E’”':lj' - =

Corrigé de I'exercice 8 : Dérivées de arcsin et arctan

1. Lafonction sin est continue et strictement croissante sur [—%! E—T] . Sa réciproque est
arcsin: [-1,1] — [~ 5] .50t y € ]-1,1[ et & = arcsiny € ]-51 5[ . Alors
sin';{:t::l = cos x > 0 . Le théoreme de dérivation d'une réciproque s'applique donc :

arcsin’ (y) = .:.D]g T - De1 plus, cosz>0,dol cosz = V1 —sin?z =1 —42.
Ainsi arcsin’(y) = T—ga sur 1-1,1[ .

2. 0Ona arcsinl = ;—T et sinf(;—r) = cos;—r = 0. D'aprés le théoréme du cours, la réciproque

n'est pas dérivable en 5Ny = 1. On peut aussi le vérifier directement. Pour % = sin £ avec

_m t . t 12
t =7 x >0, le taux vaut —l_l—c-::-st'or l—cost < 2,donccetauxest

cogt
au moins % .Le taux tend vers oo @ arcsin n'est pas dérivable en 1 (tangente
verticale).

3. Lafonction tan est continue et strictement croissante de ]—%! %[ sur [R.Sa dérivée
1 4+ tan< nes'annule pas. Donc arctan est dérivable sur R et

arctan’(y) = 1_|_lyg :

4. Pour =T ?é 0, par la regle de la composée :



/ _ 1 1 1 |
P ($)_1+$2+( 2)1+1/x2—1+3;2 211 = 0

Sur chacun des intervaIIes 10, ool et ] ,O[, # est donc constante. Or
(1) = 3z =15 et of-1)= A|n5| pr) =7 si £>0,et p(r) = —7 si
< 0.

Point de méthode : une dérivée nulle donne une fonction constante sur chaque intervalle, pas sur une
réunion d'intervalles ; la constante peut changer d'un intervalle a 'autre.

Corrigé de I'exercice 9 : Nombre de racines réelles d'une

équation polynomiale

1. Notons T < Ty <...< Ty deszérosde f.Pourchaque & € {l,1., m —1}, f est
continue sur [Ty, 5y 1], dérivable sur lintérieur, et f{£g) = f(£g 1) = 0. Le théoreme
de Rolle fournit ¢y = ]3:}.;! :’Ek-l—l[ tel que f’{ck} = 0. Les intervalles ouverts sont deux a
deux disjoints, donc les ©x sont distincts. Ainsi f" a au moins 7 — 1 zéros distincts.

2. Ona P’;(a:} = 5% -5 = 5(z2 —1)(£2 + 1) . Ses zéros réels sont —1 et 1.Supposons
que P ait au moins quatre racines réelles distinctes. D'aprés la question 1, 2/ aurait au moins
trois zéros réels distincts, ce qui est faux. Donc ' a au plus trois racines réelles.

3. Oncalcule P(-2) = -3241041=-21, P(-)=-1454+1=5,
P(ly)=1-541=-3et P(2)=32-104+1 = 23.Lafonction P est continue et
change de signe sur chacun des intervalles [—2, —1], [-1,1] et [1,2]. Par le théoréme des
valeurs intermédiaires, elle s'annule dans chacun des intervalles ouverts correspondants. Donc
P a exactement trois racines réelles, situées dans |—2, —1[, ]-1,1[ et 1,2 .La
figure ci-dessous confirme ce résultat : les racines valent environ —1,54, 0,20 et 1,44,
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5
— =X’ - 5X + 1
10 1 y . . I
@® les trois racines réelles

B points critiques x=—-1letx=1

Corrigé de I'exercice 10 : Théoreme de Rolle itéré

. La fonction f est dérivable, donc continue, sur [a, ] . On applique le théoreme de Rolle sur
[a, c] :ilexiste ¢ € Ja,c[ telque f’{cl} = 0.Deméme, sur [c, b], il existe
¢y € ], B[ tel que f’r{cg} = 0.Ensuite, ©1 <¢ <¢q. Lafonction f' estdérivable,
donc continue, sur  [¢7, ¢] , et f”{cl} — ff{cg) . Le théoréme de Rolle appliqué a £/
donne d € lcy, €5 lexistedonc d € Ja, b telque f7(d) = 0.

. Montrons par récurrence sur & € {0,..., n} que f':k:' aaumoins n 41—k zéros
distincts. Pour k& = (J, c'est I'nypothése. Supposons le résultat vrai pour un % < n.. La fonction

f':k) est dérivable sur I .De plus, elleaaumoins n +1 — k& > 2 zéros distincts. D'aprés le
lemme de I'exercice 9, f'ik‘l‘l:' aau moins 7 — k& zéros distincts. Pour & = ., on obtient au
moins un zéro. Ainsi f'i'-”f:' s'annule au moins une fois sur .

. Posons  A(r) = e¥ —a x? — 8 x — 7. Cette fonction est de classe ¢°° sur R, et
hig)(x‘} — T = (. Si I'équation avait quatre solutions distinctes, h aurait quatre zéros. La
question 2, avec m = 3, montrerait alors que {3} s'annule, ce qui est faux. L'équation a



donc au plus trois solutions réelles.

Corrigé de I'exercice 11 : Encadrement du logarithme par les

accroissements finis

1. Lafonction ln estcontinuesur [a, b] et dérivable sur ]a, &[ . L'égalité des accroissements

finis donne ¢ € Ja, B[ telque |n —In b—a or 0<a<c<bh, donc %{%{%-

= T c
— E—a
T

o g

On multiplie par b — a > 0 . On obtient “— «lnb-lna<

2. On applique laquestionlavec o =1 et b =1+ x,0u0 £ >0.Comme Inl =0":
1i$¢ilnil+$}¢i$ pour tout = > 0.

3. Avec g =k et b=k +1,0ona %ﬂiln(ﬁg—kl}—lnk{%.D'abord,onsomme
l'inégalité de droite pour % de 1 & 7i.La somme télescopique donne In{n + 1) < H,,.
Ensuite, pour 71 = 2, on somme l'inégalité de gauche pour j% de 1 a m — 1.0n obtient

H,-1<lnn .Pour n =1,onalégalit¢é 1 =1=1+Inl.Ainsi
Infln +)<H, <1+Inn pourtout n > 1.

4. Comme In(n +1) — 400, la minoration donne H,, — 40 . Pour m > 2, on divise par
Inn>0:

In(n +1)  H,

In n In n

1
<1+ Inn
Or ln{n + 1} =lIlnn+ ln(l + %) , donc le membre de gauche tend vers 1. Le membre de

droite aussi. Par encadrement, o, — oo et ﬁ — 1.

Corrigé de I'exercice 12 : Majorer un écart avec l'inégalité des

accroissements finis

1. Lafonction sin est dérivable sur [ et |sin’| = |cos| < 1. Parl'inégalité des accroissements
finissur R,avec M =1: [sinz —siny| < |z —v.
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1
1+t
larctan z —arctan y| £ |z — yl.

2. De méme, arctan’(t) = € 10, 1]. On applique I'inégalité avec M = 1.Donc

3. Sur [1, —I—CO[ , la racine carrée est derivable, de derivée 1 — WE Or i < 5 car

Vi = 1. Ainsi |\-T—@|‘:_:%|:L‘—y| pour =,y > 1,

4. Ici, I'inégalité ne suffit pas, car on veut un encadrement strict. On applique donc I'égalité des
accroissements finis & la racine carrée sur  [10000, 10001] . ll existe ¢ € 10000, 10001 tel

que 10001 — 100 = ﬁ . D'une part, v =100 . D'autre part, vz < 10201 = 101 . Par
conséquent, 200 < 2+ < 202 . On en déduit Elﬁ < 10001 — 100 < Elﬁ .

Point de méthode : pour un encadrement strict, utilisez I'égalité des accroissements finis et encadrez le
point < ; l'inégalité ne donne qu'une majoration large.

Corrigé de I'exercice 13 : Suite récurrente et fonction
contractante

1. Posons (x) = cosz —x sur [0,1].Alors )’(z) = —sinz —1.5ur [0,1],
sinx = 0, donc '.:,bf(:n:l < —1 < 0.Ainsi 1 estcontinue et strictement décroissante. De
plus, (0) = 1>0et (1) = cosl —1<0.Parle théoréme des valeurs intermédiaires,
1) s'annule ; par stricte monotonie, une seule fois. L'équation cos £ = Z a une unique
solution o € |0, 1[.

2. Lafonction cos est décroissante sur [0, 1] C [0, 7r]. Donc cos{[0,1]) = [cos1,1].0Or
0<1<7,dol cosl>0.Ansilintervalle [0,1] eststable par cos.Comme
ug = 0 € [0,1], une récurrence immédiate donne le résultat. Pour tout 7., u, € [0,1].

3.5ur [0,1], Jcos/(t)] = sint < sinl,car sin estcroissantesur [0, 7] . Lesréels Un
et o sontdans [0,1]. Linégalité des accroissements finis donne donc
|cos uy, —cosa| < sin(l) |u, —af . Or cosa = o . Ainsi
[, — & < sin(l) Jup — o

4. Parrécurrence, |u, —a| < (sin l}ﬂ lug —a| = (sin l}n o < (sin 1:|r'rl . Comme
0 <sinl <1, le majorant tend vers 0.Donc (U] converge vers c.Ensuite,
(sin l}ﬂ < 10—2 équivauta nln(sinl) < —31n 10, c'est-a-dire



31010 _, 6,908 _ .
n 2 0.1726 ~ 01736 ~ 40,02 . La suite converge vers o =% 0,739, et

lu, — ] <1073 désque n > 41, La figure ci-dessous montre I'escalier en colimagon qui
s'enroule autour du point fixe.

1.0 y
0.8 1 -
0.6' ,/’,
> — )/ = COS X ’
0.41 |- y=x
—— escalier en colimacon
® pointfixea=0,739
0.2
0.04 ¥
Up s Ua e Ui
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Point de méthode : une fonction k -lipschitzienne avec k& < 1 sur un intervalle stable fournit une
convergence géométrique, et donc un rang explicite pour une précision donnée.
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r4 ]

la dérivée

1. Pour x >0, on écrit ln(l + }—F) =Infzr+1)-Inz- Ainsi

1 1 1 —(z+1)+z 1
ullr) = — = —_—s = = -7
(®) =71 $+($+1)2 (z +1)? (z +1)?
Donc w/ < 0 et u est strictement décroissante sur |0, +oo[ . De plus,
ufz) - Inl1 -0 =0 en +oo.Soitalors = >0.Pourtout ¥ > ,ona

u(z) > u(y) . En faisant tendre ¥ vers oo, onobtient wu(z) = 0. Enfin, avec
y=z4+1, ulz)>ulzr+1) >0.ponc u(z)>0 pourtout z >0.

2. Ona f(x) = e@(T) avec wz) = = ln(l + }T:) . Alors

w!(x) = ln(l + ;l—r) +rx (—£($1+ 1)) = u(z) . Ainsi f’{a:} = u(x) f(z) >0 .Comme

10, +o0[ estunintervalle, f est strictement croissante sur |0, 00| .

3En gt,ona wiz) =zln(r+1)—zlnz.or zlnfr +1) =+ 0et zlnzx — 0 par
croissances comparées. Donc w(r) — 0 et f(r) — 1.En +oo,onpose  — :1_1: ot
Alors 1(z) = In(1 + £) _, 1.donc f(x) — e.Soitenfin £ >0.Pour O<y <z <z,
la stricte croissance donne  f(y) < f(z) < f(z).Onfixe v = /2 et z = 2z, puison
utiise  f{y) = 1 et f(z) < e, obtenus par passage a la limite dans la croissance. Ainsi
1< f{z) <e pourtout z 0.

4. 0na k{-1)=1et k(1) = —1.Donc —1<1 mais k{—1)> k(1) .La fonction k
n'est pas croissante sur R*, car R* n'est pas un intervalle ; elle est seulement
croissante sur |—co, 0] etsur |0, +oof .

Corrigé de I'exercice 15 : Stricte monotonie et dérivée qui

s'annule

1. Soit @ < & <y < b.Llafonction f estcontinuesur [x,vy] etdérivablesur ]z, u[.
L'égalité des accroissements finis fournit ¢ € z, y[ telque f(y) — flz) = F (v — =) .
Ce produit est positif. Donc  f(z) < f(y) : f estcroissante sur [a,b].



2. Raisonnons par I'absurde. Supposons T < ¥ avec f(zr) = f(y).Pour t € [z, y],la
croissance donne  fz) < f(t) < fly) = f(z).Ainsi f estconstante sur [z, y], et
f': = 0 sur ]d:, y[ . Cet intervalle contient une infinité de points, ce qui contredit I'hypothése.
Par conséquent, [ est strictement croissante.

3. Posons f{r) =  —sin x, dedérivée 1 —cosx > 0. Attention : cette dérivée s'annule aux
points Zkr , qui sont en nombre infini sur [ . On travaille donc sur un segment [—A, A] , qui
ne contient qu'un nombre fini de ces points. D'apres la question 2, f est strictement croissante sur

[—A, A] . Deux réels & < ¥ sont toujours dans un tel segment. Donc f est strictement
croissante sur . En particulier, pour x >0, fiz)> f(0) = 0.Ainsi sinz < = pour
tout = >0.

4. Cet exemple montre que la condition f’ = [J est suffisante mais pas nécessaire. Une fonction
strictement croissante peut avoir une dérivée qui s'annule en certains points.

Corrigé de I'exercice 16 : Dérivées n-iemes usuelles

n!
1. Montrons par récurrence que f(ﬂjlii?:l = m Pour n = (1, c'est la définition.

Supposons la formule vraie au rang .. En dérivant ! (1 }_'I'”‘H:' on obtient
I

nlx (=(n+ 1) x (=1) x (1 - )" +D ainsi f(e) = =557 pour tout .

2. Pour n = 0, laformule 5(”:'{:1:} = sin(a: + TE—?T) est vraie. Si elle I'est aurang 72, on dérive

S(ﬂ+l]($:l _ cos(a: + '-*12_?1') _ sin(,ﬂ: + W) . Donc Sin(ﬂ){x} = Sin(a: + ng_ﬂ) .

_ (0 e — 1
— . Montrons que E":ﬂ:' our 1. = 1 .Laformule

estvraiepour n = 1.Siellel'estaurang 7, ladérivéede (1 + g:)_ﬂ vaut
—n(l + $:'_n_l- Ainsi -‘f(ﬂ+1)(a?} = l:—l:lﬂ_l(ﬂ ~DI'x (-n)(1 + :1:}_"”'_1 .on

obtient _.-:3":'-’1:',@:, _ ':_lé';;lil}n— 1!

3. 0na # (x) =

pourtout n = 1.

1 1 2 1/ 1 1
4 Pour £>1, 75— 7= 57 donc r{xj:§($_1—$+l).Parune

récurrence analogue a la question 1, pour tout réel @, la dérivée 7 -iemede 5 —
n
(—1)

(x — I:&:l*.rz,-ll—l'

vaut

I —da

Par linéarité :
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r@) = ((m ~)" T (@ 1)”“)‘

Corrigé de I'exercice 17 : Formule de Leibniz

1. Onpose wulzr) = 2 et v(xr) = eT .Lesdérivéesde W d'ordre aumoins 3 sont nulles. De
plus, w/(r) = 2z, w/(z) = 2 et (k) _ . La formule de Leibniz donne

(uU)(”)(:U) =gl2e? 4+ n-2xe® 4 (ﬂé) -2 e”,
or E(ﬂE) = n(n —1). Donc (2 eﬂ?}(nj = ($3+2n$+n{n—1})e$.

2. De méme, avec u(z) = 2 +1 et Siﬂ(k)':f:' = sin($ + %T) :

f(n)(;(;) = (z? + l)sin(a: + %) + ancsin(:c + @) +n(n — l)sin(:r: n (n;Q)avr)

3. En & = 0, le terme central disparait. Par ailleurs,
. — 2 . . o . .
51n((ﬂ 5 jﬂ_) = 511‘1(% — ) = —glnng—fr . Ainsi f(njliﬂjl = (1 — ﬂ{ﬂ — 1:1)511‘1?12_’” . Si
n = 2p,cesinusestnul.Si n = 2p 41, ilvaut (—1}p. Donc f@i'f‘j{[j} =0 et
f(2p+1j{[]} = {—I}P(l —2p(2p + 1}) . Vérifions. Pour n =1 ( p = 0), laformule
donne 1 ;or f'(z) = 2zsinz + (22 + )cosx ,donc  f/(0) = 1.Pour n =3 (
p = 1) elledonne —(1 —6) = 5. Directement,
() = sin 4 4zcos z — z2sin & , puis
fﬁ){:ﬂ} = bcos £ — 6osin £ — x£2cos x . On retrouve bien f'ig)([]:l =5.

Corrigé de I'exercice 18 : Fonction dérivable non de classe C1

1. Sur R*, [ estdérivable comme produit et composée. On a

f’{i’f‘:' = gﬁsin(%) + a:gcos(}—r)(—ﬁ) .En 0, le taux vaut $Sin(%), majoré en valeur
absolue par |x|. Il tend donc vers 0. Ainsi f est dérivable sur R, avec f/(0) = 0 et



f’{:ﬂ} = Ea:sin(%) - CDS(%) pour I ?é 0.

. Posons  z, = ﬁ Alors zp —+ 0 et f';{,ﬂ:‘k:l = 0 — cos(2kw) = —1. Cette suite ne

tend pas vers f’{[]} = (1. Donc f'; n'est pas continueen [ : f n'est pas de classe
cl.

. Pour = ?é 0, ¢/(z) = 31;25'111(%) _ agcos(%).Ainsi lg’(z)| < 322+ |z =+ 0.En O,
le taux vaut a:gsin(}—r) —y 0, donc g¢/(0) = 0. Parconséquent, g’ estcontinueen 0, et
aussi sur R*.La fonction J estdeclasse (1 sur [.

flx)— g'(0 . 1
. Pour = ?é 0, M _ 3335111(%_) _ cos(;l—r)- Lelongde x, = 57—, cetaux vaut
—1. En revanche, le long de Yy = m il vaut 3?;: — U | Le taux n'a pas de

limite: ¢ n'est pas deux fois dérivableen 0.

Corrigé de I'exercice 19 : Somme des carrés des coefficients

binomiaux

. Par récurrence immédiate sur k : (:E”}':k:' = ﬁ 7=k pour 0 < k < n.

T

1
. Directement, la question 1 appliquée a r27n donne {ﬁﬁn}(ﬂ) — @ 7 . Ensuite, par la
n.

formule de Leibniz :

T \ '
k=0
Or m—n—;;j'k' = (TL).Donc {:J:Eﬂ}'iﬂ) — n!(kz:j (1)3) "

an)! PN fn\2
. On identifie les coefficientsde ™ : “1 = M. Z (;;.) . On divise par n!. On obtient

Y (=25 = ().

k=0

. Pour n = 3, les coefficients sont 1,3, 3,1.La somme des carrés vaut

1+9+9+1:20:(53).
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Corrigé de I'exercice 20 : Une fonction de classe C infini plate

en 0

1. Posons ¢ — % .Quand y —s nt, t — oo, Parcroissances comparées, #k e—t 3 )
pour tout entier % . Un polyndme &} est une combinaison linéaire de monémes. Donc

Q(}—F) e /% g quand 5 — 0.
2. Pour m = 0,onprend Fp = 1.Supposons f(ﬂ){i;:, — pﬂ(%) E_lfﬂ? sur ]D, —|—n:::c-[ .

On dérive ce produit :
1 —1 —1
FO V@) = —Lph (L) eV p L (L) e Ve

Ainsi la propriété est héréditaire avec P, 11(f) = tg(Pﬂ(t} — P;(t}) .

3. Montrons par récurrence la propriété : « f est 7 fois dérivable sur R, f':”:'{[j} =0 et
f'iﬂ) — g sur |—o0,0[ » Pour n = 0, elle est vraie. Supposons-la vraie au rang 7. Sur
]—00,0[ etsur 10,400, #{) estdérivable. En O, le taux a gauche est nul. A droite, il

vaut %Pn(:l_r) o iT Q(}T:) e~ 1/% avec Q(t) = tP,(t) . D'apres la question 1,
tend vers (. Donc f'i'”:' est dérivableen [ et f'i”+1j{[j} — [J : la propriété est vraie
pour tout 7.

4. Pour tout 7, f':'-”«j est dérivable, donc continue. Ainsi | est de classe (° sur R, avec
—1/x

— $2 — $2A( 44 _ — 4 _ 943 / e
Pyi(t) = t4 et Py(t) = t4(t4 - 2t) = t% — 2¢3 . Parexemple, § () = 5~ pour
x = 0. La figure ci-dessous montre ce raccord extrémement plat en (0, alors que [ n'est pas

nulle sur  ]0, +oof .




1.04+— flx)=e™six>0,0sinon __________________________________
---- asymptote y =1
raccord trés plat en 0
0.8 -
0.6 -
>

0.4 1

0.2 1

0.0

~10 -05 00 05 1.0 15 20 25 3.0

Corrigé de I'exercice 21 : Théoreme des accroissements finis

généralisé

1. Lafonction A est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ . Calculons ses valeurs aux bornes.
D'une part, A(a) = f(b)g(@) - f(@)3(@) — 9(b)f(0) + 9(@)f(a) = F(b)g(a) — 9(b)f(a).
pautre part, () = F(B)a(8) ~ F@a(t) — a(BFB) + @ F(5) = g@FE) - Fald.
Donc A@) = A(b). Le théoreme de Rolle fournit ¢ € Ja, b[ telque A'(c) = 0.1l existe

donc ¢ € Jo, b telaue (f(8) - f@) o' = (a(8) - 9@) 1O

2. Supposons  g(xy) = 0 pourun xg € Ja,b]. Comme g(@) = O, le théoréme de Rolle sur
[f:&, :E“U] donnerait un zéro de g’ dans ]G&, :ED[ , ce qui est exclu. Ainsi 9 ne s'annule pas sur
]a, B]. Soit maintenant x € ]a, &[. On applique la question 1 sur [a, x| : il existe
cr € Ja, z[ telque f(x) g/(c;) = g(x) f'(cy) . Comme g(z)£ 0 et g/(cp)F 0,
& fes)
T gllc
fgrg ) g/(eg)

limites, 2() — ¢ :c'estlaregle de L'Hospital.

on obtient .Quand £ — gt,ona Cop —+ aTt.Par composition des

3. Ontravaille sur [0,1].D'abord, avec f{z) = 1—cosz et g(zr) = 3z2,0na
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/ :
_ _ I _ fla) BN T 1

f(0) = g(0) =0et g¢/(x) =655 0 sur ]0,1[ .Deplus, 7 = br = - Donc

1—_3;33 SN %.Ensuite, avec f(r) =z —sinz et glr) = 3, 0na

f’f(ﬂ?:' l—cosr 1 : r—egnzx _ 1 . .
= — = . Donc lim = = . Enfin, la fonction
g/@ — 32 T B z ot °
r—ginT - .. — 1
r — 3 est paire. Sa limite en [ vaut donc aussi g

Corrigé de l'exercice 22 : Racines des polynomes de Legendre

1. Onécrit Q(z) = (z — l}n (x + l}n .Soit & < n —1.Parlaformule de Leibniz, Q(k:' est

' k—3 .
une somme de termes (};)[{:ﬂ - l}n]uj[{:ﬁ + ljlﬂ]II 5) ,avec 7 < k.Or
n() ! — - .
[{a: ~1) ] — ﬁ{aj —1)"~7 ,avec n — 7 > 1. Chaque terme s'annule donc en
1 . Le méme argument, appliqué au facteur (z + 1}n ,vauten —1.Ainsi
a®(—1) = @) = 0 pour 0 <k < n-—1.

2. Pour k =1,0ona @(-1) = @(1) = 0. Le théoréme de Rolle donne une racine de Q'
dans ]—1,1[ . Supposons ensuite que Q(k:' a k racines distinctes Y¥1 <--- <YL dans
]-1,1] ,avec &k < n —1.D'aprés la question 1, Q'ikj' s'annule aussien —1 eten 1.Elle
adonc k + 2 zéros —1 < Yy <<y < 1. Le théoreme de Rolle, appliqué surles & -+ 1
intervalles consécutifs, fournit & -+ 1 zéros distincts de  @(k+1) dans ]-1,1[ . Par
récurrence, Q':k:' a au moins k racines distinctes dans |-1,1[ pour 1 < k < n.

3. Le polynéme &} estde degré 2n , de coefficient dominant 1. Donc L, = Q'i”:' est de

1
degré 7, de coefficient dominant (2?:')' (1 . D'apres la question 2, il possede au moins 1.
n

racines distinctes dans ]—1, 1[ . Un polyndéme de degré 7 aau plus 7 racines. Ainsi L., a
exactement 71 racines, toutes réelles, simples et dans ]—1, 1[ .

4. D'abord, (z? — 1)2 = £%4 - 222 41, donc Lg(x) = 1222 — 4. Ses racines sont
:I:% ~ + [:],577 . Ensuite, {;1:2 — 1)3 — 6 —3x% 4+ 322 -1, donc
L3(x) = 12023 — 72z = 24x(552 — 3). Les racinesde L3 sont 0 et

+,/3/5 =2 +0,775 , toutes dans |1, 1] . La figure ci-dessous montre, pour n = 3,
comment les racines se multiplient a chaque dérivation.



1.00
0.75 1
0.50 1
0.25 1

0.00 1
—0.25 -
—0.50 1
—0.75 -

—1.00 -

~1.00 —=0.75 —-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

—_— Q=(x%2=1)° (normalisée) — Q" (normalisée)
—— Q' (normalisée) — Q0 (hormalisée)

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : le théoreme de Darboux

1. Lafonction f est dérivable, donc continue, sur le segment [a, b]. Par le théoréme des bornes
atteintes, elle y admet un minimum en un point ¢ . Ensuite, le taux w tend vers
f’{a} <0 quand 5 — gt .llexistedonc % >0 tel que ce taux soit négatif sur
la,a + 1] . Pources z, f{x) < f(a), donc le minimum n'est pas atteint en & . De méme,
w . f"{b:, ~ (0 quand 5 — p .Pour x prochede { agauche, ona
£ —b<0,donc f(z) < f(b). Ainsile minimum est atteint en un point ¢ avec ¢ a

et c%b.

2. Le point ¢ appartient a ]a, b[ , qui est un voisinage de ¢ inclus dans F.Donc f admeten
€ un minimum local, en un point intérieur ou elle est dérivable. Par la condition nécessaire
d'extremum, f'(c) = 0.

3. Supposons d'abord /(@) < A < f/(b).Onpose @(x) = f(z) — A . Alors
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@/ (@) <0 < @/(b), etlaquestion 2 donne ¢ telque @/(c) = O, cest-a-dire f/(d) = A.
Si au contraire  f/(a) > A > f(b), on applique ce raisonnement & (z) = A = — f(x). Soit
enfin deux valeurs de f’r{I} et un réel compris entre elles. Ce réel est atteint par f’ , d'aprés ce
qui précéde. Donc f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, et f';{I:l est un
intervalle.

4. Supposons que Ef — F' pourune fonction F' dérivable sur [R.D'aprés la question 3,
H{(R) serait un intervalle. or H(R) = {0,1}, qui n'en est pas un. Donc H n'est la
dérivée d'aucune fonction dérivable sur [.

5. D'apres l'exercice 18, F' est dérivable sur R et F’(a:} = Za:sin(%) — cos(%) pour
T ?é 0. Soilt & = 0. 0n choisit un entier & = 1 tel que Ty = qpr < & . Posons aussi
Y = m,de sorte que 0< Vi < Ty, < & . 0n calcule
F'(z.) = 0—cos(2Zkm) = —1 et Ff{yk} = 0 — cos{(2k 4+ L)) = 1. D'apreés la
question 3, sur [yk, it?k] , F prend toutes les valeurs de ]—1, 1[ . Les valeurs =+ 1 sont

atteintesen Tk et Yi.Ainsi F'/ prend toutes les valeursde [—1,1] sur ]0,4[,
bien qu'elle ne soit pas continueen .

Point de méthode : le théoréme de Darboux permet de montrer qu'une fonction n'est pas une dérivée : il
suffit que son image ne soit pas un intervalle.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loinen L1

Le cours : dérivation, cours de maths en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur dérivation

A maitriser avant : Limites et continuité des fonctions

Chapitre précédent : Limites et continuité des fonctions

Chapitre suivant : Fonctions usuelles et fonctions réciproques
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