Exercices de maths sup

Dérivabilité et convexiteé

Exercice 1 : Dérivabilité en un point délicat

Etudiez la dérivabilité en [0 des fonctions suivantes. Précisez, le cas échéant, les nombres dérivés a
gauche et a droite.

1. flz) = z|z| sur R.
2. g(z) = vI—cos © sur R.On pourra utiliser 1 —cosx = 2sin%(x/2).

3. k(z) = zsin(1/x) pour z# 0, et k(0) = 0. Vérifiezd'abord que k est continue en
0.

Exercice 2 : Limites et tangentes par le nombre dérivé

1. En reconnaissant des taux d'accroissement, calculez les limites suivantes :

. in(3z) . 1 . t -1 . 2z _
l Slﬂ( b 1 n.rc 1 an xr d l e cCos T
8) Jimg == b) lim =g o) Nim o 4) Jimg T

2. Donnez I'équation de la tangente a la courbe de arctan au point d'abscisse 1, puis I'ordonnée
de son point d'intersection avec I'axe des ordonnées.

Exercice 3 : Dérivée d'une bijection réciproque
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On pose f{:t?:l = x +e% pour x £ R . Lafigure ci-dessous représente f sa réciproque et leurs
tangentes aux points (0,1} et (1,0).

=

. Montrez que f est une bijectionde R sur [.On note g = f_l.

N

. Justifiez que & est dérivable sur R et calculez g/(1}.

1
1+ y— gly)

w

. Montrez que pour tout réel ¥, g/(y) =

I

. Justifiez que @ est deux fois dérivable et calculez g//(1}.

ol

. Donnez I'équation de la tangente a la courbe de  au point d'abscisse 1 .



Exercice 4 : Extremums locaux et points critiques

Onpose f(r) = 3 -3z,

1. Déterminez les points critiques de f sur [ . Précisez s'ils correspondent & des extremums locaux,
puis globaux.

2. Déterminez le maximum et le minimum de  f sur le segment [0,2] . Le maximum est-il atteint en
un point critique ? Expliquez pourquoi ce n'est pas contradictoire.

3. Montrez que (0 estun point critique de 1 — 2 quin'est pas un extremum local.

4. Montrezque * — |:t:| admet un minimum en (0 sans que (J soit un point critique.

Exercice 5 : Théoreme de Rolle et racines d'un polynome

1. Soit f:R — R dérivable quis'annuleen 7 > 2 réels distincts. Montrez que f'; s'annule en
aumoins n — 1 réels distincts.

2. On pose P{a:} — £° — 5z + 1. Déduisez de la question 1 que P a au plus trois racines
réelles.

3. Montrez que F a exactement trois racines réelles, et localisez chacune d'elles entre deux entiers
consécutifs.

Exercice 6 : Rolle itéré et polynomes de Legendre

1. Soient n > 1 et f:[a,b] = R = fois dérivable, qui s'annule en = + 1 points distincts de
[a,b] . Montrez que £ s'annule au moins une fois sur ]a,b[ .

2. Soit m = 1.0n pose Q(gg} = {,1:3 — 1:|r'rl = ($—l)n{$+l:|n et L, = Q(”).Al'aide de
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la formule de Leibniz, montrez que Q':k:'(l} = Q(k:'{_l} =0 pour D<k<n-1.

3. Montrez par récurrence que pour 0 < k < n, Q[k:' s'annule en au moins jz points distincts
de ]-L1[.

4. Déduisez-en que L, estde degré n etposséde 7 racines réelles distinctes, toutes dans

-1

1. Montrez que pour tout x >0 : H—ia: <In(l4z) < =

2. Déduisez-en la limite de nln(l + %) quand 1 — 400 .

b—a

14+a2-

3. Montrezque pour 0D <a < b : lb-:—b% <arctanb —arctana <

4. Montrez que pour tous réels @, b : [sin b —sin a| < |b — a|. Déduisez-en que |sin z| < |z
pour tout réel .

Exercice 8 : Fonctions lipschitziennes

1. Montrezque & —+ |x| est 1-lipschitzienne sur R, bien qu'elle ne soit pas dérivable en 0.

2. Montrezque x — vT est %—Iipschitzienne sur [1,—|—CO[.

3. Montrez que x — ¥I n'est lipschitzienne sur [D,] pour aucune constante K .

4. Soit f:I — R dérivable et K -lipschitzienne. Montrez que |f’r{:1:}| < K pour tout
e rl.

5. Montrez qu'une fonction de classe (1 sur un segment [Gt, ] y est lipschitzienne.



On définit la suite  (up) par Uy =0 et U, 4 = cos(ty) pourtout m € IN. La figure ci-
dessous représente ¥ = CO8 X et ¥ = ¥ surlecarré [011]2.

1. Montrez que l'intervalle [0,1] est stable par cos . Déduisez-en que u, € [0,1] pour tout 7.

2. Montrez que I'équation cCos x = X admet une unique solution # dans [E],l] .
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3. Montrez que |’Urﬂ_|_1 — £| < sin(1) |uy, — £| pourtout 7. Déduisez-en que
iy — €] < (sin1)", puis que (u,) convergevers £.

4. Ondonne In10 =2 2,3026 et In(sinl) ~ —0,1726. Trouvez un entier IV tel que Yy soit
une valeur approchéede # a 10—F6 prés.

Exercice 10 : Théoreme de la limite de la dérivée

L. Soit  f(p) = @ pour £ # 0, et f(0) = 0.Montrezque f estdeclasse 1 sur R
etdonnez f/(0).

2. Soit  g(z) = wln|z| pour ©# 0, et g(0) = O.Montrezque ¢ est continue sur R mais
pas dérivable en [ . Interprétez géométriquement.

3. Soit A(x) = arctan & + a,rgta,n}—r pour I ?é 0 . Calculez h'FI::E‘:I ,puis Az selonle
signe de . La dérivée h’ a une limite en 0 : pourquoi ne peut-on pas prolonger ki enune
fonction dérivable en [ ? Quelle hypothese du théoreme manque ?

Exercice 11 : Une fonction plate indéfiniment dérivable

On pose f{@:e_lf*’*‘: si =0, et f{a:}:[]si r <0,

1. Montrez que pour tout 7 £ [N, il existe un polynéme P, tel que
f'iﬂj{g;} = Pﬂ(1/$ e_lﬁr pour tout x > 0. On vérifieraque Fp =1 et
Pri1(X) = XA Pp(X) - PL(X) .

2. Montrez que pour tout polynéme &1, Q(1/x) e—l,fa: — D quand ¢ — 0t

3. Montrez par récurrence sur 7. que [ estdeclasse (™ sur R etque f':”:'{[j]) =0.

4. Concluez: [ estdeclasse (7%, toutes ses dérivées sont nullesen 0, mais f n'est nulle sur
aucun intervalle |—n, n[ avec n>0.



Exercice 12 : Dérivées n-iemes par la formule de Leibniz

Calculez la dérivée 7. -iéme des fonctions suivantes.

1. f(z) = z2e37  pourtout n € N.
2. g(r) = (z2 + L)cos =, pour n > 2.0n rappelle que cos(k){@l = cos(:t: + %’T) .

3. h(zr) = z3lnz sur ]0,+oo[,pour m > 4. Simplifiez le résultat, puis vérifiez-le en
calculant directement  j,(4) .

Exercice 13 : Formule de Leibniz et dérivées de arctan en 0

Onnote f = arctan.

1. Justifiezque [ estdeclasse (¢ sur R etque (1 + $2}f’;(:1:} =1.

2. Montrez que pour tout 7 = 1 ettoutréel =T :

(1452 "D (2) + 20z 1 (2) + n(n—1) 1" D(z) = 0.

3. Déduisez-en f':”j{[j) pour tout 71 : montrez que f':zpj([:]j =0 et
FEH0) = (-1t

Exercice 14 : Fonctions a valeurs complexes

Onpose (t) = el pour t € [0,27].

1. Vérifiezque @{0) = @(27) etque ¢’ ne s'annule pas. Qu'en concluez-vous ?
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2. Appliquez le théoréme de Rollea cos = Re @ etad sin = Im sur [D,EW]. Expliquez
pourquoi on ne peut pas recoller les deux résultats.

3. Montrez que pour tous réels @, b : |eiEj — eiﬂ| =9

Sinb_Tal . Déduisez-en que ¢ —y @it est

1-lipschitzienne, conformément a I'inégalité des accroissements finis.

4. Calculez la dérivée n-iemede g{z) = e%sin x en I'écrivant comme partie imaginaire d'une
exponentielle complexe.

Exercice 15 : Inégalités classiques par convexité

Démontrez les inégalités suivantes en justifiant la convexité ou la concavité utilisée.

=

et > 14 x pourtoutréel =.
2. In{l+«) < = pourtout = > —1.
3. %ﬂ? -=:_': Sin T -=:_': T pourtout T = |:[:|, %] .

4. 27 <14z pourtout z € [0,1].

Soient 1 = 2 et T{i---Tm des réels strictement positifs.

oz oo . s ‘ o . ‘Tl+"'+$ﬂ
1. Montrez I'inégalite arithmético-géométrique : YT Tq < o .

2. Déduisez-en I'inégalité entre moyennes harmonique et géométrique :
T

T



n n
1
3. Montrez que (Z ﬂ)(z a:_i) >n?

=1 =1

4. Soient a@,b,c>0telsque a4+ b4 c = 3 .Montrezque abc < 1 etque
1,1 ,1
aty+c=z3.

mn

2 i
1 1
5. Par convexité de 1 — <2, montrez que (ﬁ E 3:2-) <5 E :J:g.

1=1 1=1

Exercice 17 : Inégalités de Young et de Holder

] o
Il
—

_|_

=1L

Soient I, g =1 tels que

7 .
1. (Young) Montrez que pour tous @, b = 0 : g4 < %p + % . On utilisera la concavité de |n .

2. (Holder) Soient  Eqy«« oy Loy Yyye o 0 ¥ = 0 Montrez que
i} n 1/p
p
2, Tivis( )
1=1 =1

3. Quelle inégalité obtient-on pour p = g = 2 ?

4. Montrez que pourtous T, %, 2 = 0: £ 4y 4+ 2 < 32f3(3_¢3 +y3 + 33)1#'{3 :

Soient I unintervalle ouvertet f:I — R convexe. On admet le lemme des trois pentes : pour
flz) — fla) i
tout a € I ,letaux TeiT = “m—ag— est croissant sur I \ (B
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1. Soit @ € I .Montrezque [ est dérivable a gauche et a droiteen @, avec f’;r{a} < fé{a)

2. Déduisez-en que [ est continue sur I .

3. Soient @ < b dans I .Montrez que fé@ < f(bj_ fla) < f {b} Déduisez-en que fd

est croissante sur I .
. / !
4. Donnez une fonction convexe sur R telle que £, (0) < f,(0).

5. Onpose u(r) =0 pour = € [0,1] et u(l) = 1.Montrezque u estconvexesur [0,]]
mais pas continue. Quelle hypothese de I'énoncé est essentielle ?

Exercice 19 : Convexité et point d'inflexion

Onpose f(r) = ze % pour = € R.

1. Calculez f’r et f” . Dressez le tableau de variations de  f et montrez que  f(x) < e—!
pour tout réel .

2. Déterminez les intervalles sur lesquels f est convexe ou concave, et le point d'inflexion de la
courbe.

3. Donnez I'équation de la tangente ' au point d'inflexion. Précisez la position de la courbe par
rapporta T .

4. Déduisezenque xe T > e 2(4 — ) pourtout = > 2,

Exercice 20 : Fonction convexe majorée sur R

1. Soit f convexe sur R.Onsuppose qu'il existe T < ¥ telsque jf(z) < f(v) .Montrez que
f(z) = 400 quand z — +oo.

2. Déduisez-en qu'une fonction convexe et majorée sur [k est constante.



3. Montrez que ce résultat devient faux sur ]0,4-o0] .

4. Soit f convexesur R admettant une limite finie en oo . Montrez que f est décroissante.

Exercice 21 : Probleme : méthode de Newton et convexité

Partie A. Soient @ < b et f:[a,b] = R declasse (2 .0nsuppose fla) <0< f(b),
Jl=)
FE)

du point ol la tangente en & coupe I'axe des abscisses. La figure ci-dessous illustre la méthode.

fl>o0et f7>0sur [a,b].Pour = € [a,b], onpose N(x) = = : C'est I'abscisse

—_— fX)=x% =2
201 — tangentes successives

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

1. Montrez que f s'annule en un unique point ¢ € ]a,b[.
2. Soit = € [c,b]. En utilisant la convexité de  f, montrezque ¢ < N(z) < =z .

3. Onpose ug = b et Uptl = N(uy). Montrez que la suite est bien définie, décroissante,
minorée par ¢, et qu'elle converge vers c.
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Partie B.Onprend f{r) = 2 —2 sur [L1,2],donc uy = 2,

s . . 1 2 : U
1. Vérifiez les hypotheses de la partie A. Montrez que Uy = 2(“’-’1 + uﬂ) , puis calculez ™1 et
U
7.

e

2
2. Onpose &, = Uy, — ¥a. Montrez que e, = g, Pusque 0 <e < %’-’*.
n L -

+1 +1

3. En utilisant € = 0,6, montrezque e, < 3 X 10—3 | puis que eg < 10—10

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : dérivabilité et convexité, cours de maths sup

A maitriser avant : Limites et continuité des fonctions, Suites particuliéres et suites récurrentes

Chapitre précédent : Limites et continuité des fonctions

Chapitre suivant : Arithmétique dans I'ensemble des entiers relatifs

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre



https://mathovore.fr/derivabilite-convexite-corrige-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/derivabilite-convexite-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/limites-continuite-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/suites-recurrentes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/limites-continuite-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/arithmetique-entiers-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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