Corrigés des exercices de maths sup

Dérivabilité et convexiteé

Corrigé de I'exercice 1 : Dérivabilité en un point délicat

1. Pour = ?é (0, le taux d'accroissement en [ vaut flz) ; f0) —
quand = — 0 .Donc | estdérivableen [ et f’;{[]} = 0.

Elf' = |z|-Or |#[ =0

2. D'abord, 1—cosx = 2sin?(z/2), donc g(x) = V2 |sin(z/2)| et g(0) = 0. Pour
z € ]0,7[ ,ona sin{z/2) > 0. Ainsi,

g(z) _ g(0) _ vasin(z/2) _ y3 sin(z/2) V2

— . — A
x 2 z/2 2
car SiHT“ _y1en 0.Deméme pour = € |-m0[,ona |sin(z/2)| = —sin(z/2), etle
taux tend vers _g .Donc g est dérivable a gauche et a droite en (J, avec
gfg{[j} = —75 et g&([j) = & » mais elle nest pas dérivable en 0 : c'est un point

anguleux.

3. D'abord, |k(z)| = |z|[sin(1/x)| < |=| pour = O . Parencadrement,
k(r) — 0 = k(0), donc k estcontinueen 0 .Ensuite, pour = ?é 0, le taux vaut
k(x)

. . , . 1
& = sin(1/1) - Or cette expression n'a pas de limite en 0. En effet, avec x, = A S

Y = Tnm + 770 /3 les deux suites tendent vers 0, mais sin(l/z,) = 0 et

sin(ljyn} = 1 .Donc k est continue en [ mais n'y est pas dérivable, ni a gauche ni
a droite.

Point de méthode : pour montrer qu'une limite n'existe pas, on exhibe deux suites qui tendent vers le
point et dont les images ont des limites différentes.
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Corrigé de I'exercice 2 : Limites et tangentes par le nombre
dérivé

1. Dans chaque cas, on reconnait le taux d'accroissement d'une fonction dérivable.

a) Posons u(x) = sin(3x). Alors w(0) = O et Singrhj = Tﬂ:ﬁi:gmj .Comme % est
dérivable avec u/(zr) = 3cos(3x) , la limite vaut w/(0) = 3.

b)ona Inl = 0,donc H estletauxde In en 1.Lalimitevaut In’(1) = 1.
c)De méme, tan(m/4) = 1.Lalimitevautdonc tan/(w/4) = 1+ tan(r/4) = 2.

d) Posons w(zr) = €2 —cosz.Alors v(0) =1—1 =0 et v/(z) = 2¢27 +sin z . Par
conséquent, la limite vaut v/ (0) = 2.

Les quatre limites valent respectivement 3, 1, 2 et 2.

1 _
1412
y:f_l—r_pé(ﬁ—l}fn x = 0,onobtient 4 =

2. Ona arctanl = T‘,_l—r et a,rcta,n”{l] = % La tangente a donc pour équation
w1
4 q- La tangente est

T m . . 4 1 -
y=5+z—-37 elle coupe l'axe des ordonnées en g5~ 0,285.

Corrigé de I'exercice 3 : Dérivée d'une bijection réciproque

1. Lafonction f estdérivablesur R et f’;(a:j = 1 4 e% > 0. Elle est donc continue et
strictement croissante. De plus, f{z) —+ —co en —co,car eF — 0,et f{z) = +oo
en oo . Parle théoréme de la bijection, f est une bijection de FE sur R.

2. Comme f’ ne s'annule jamais, le théoreme de dérivation de la réciproque s'applique en tout



1
point. Ainsi, & est dérivable sur [ et g’{y} = .
X fllig(y))

g(1) = 0. Par conséquent, g/(1) = oy = 2

or flU)=04+1=1,donc

. 1 -
3. %it ¥ € R.ona g'{y) = 4 ool - Deplus, flaly)) = v, c'est-a-dire
1
— _ H f) - L
g(y) + %W = y.Donc e8(¥) =  — g(y). On obtient ¢/(y) = 7.
4. Lafonction ¢ est dérivable, donc vy —+ 1+ v — g{y} I'est aussi. De plus, elle vaut
1+ eﬂ':'y:', qui ne s'annule pas. Ainsi, g’ est dérivable comme inverse d'une fonction dérivable

non nulle. En dérivant, on trouve

1—g'(y)
g'"(y) = — 2
(1+y—g(y))
En ¥ =1,ona g{l) =0et gf{l}:%.Donc g”(]_:]:—]-;—f:—]é.

5. Latangenteen 1 apouréquation y = g{1) + ¢/(1){x —1). C'est la droite
Yy = %(ﬂﬁ — 1), symétrique par rapport & ¥ = % delatangente ¥ = 1+ 2z & la courbe de
fen DO.

Corrigé de I'exercice 4 : Extremums locaux et points critiques

1. La fonction f est dérivable et f’(x} = 3z2 -3 = 3(z—1)(z+1) . Les points critiques sont
donc —let 1.Ensuite, f/ =0 sur ]—oo, —1[ etsur ]I, +oo[ et f' <0 sur
]=1,1[ . Ainsi, f admet un maximum localen —1,avec f{—1) = 2, et un minimum local
en 1,avec f(l) = —2.Cependant, f(r) = +co en +oo et flz) = —oo en
—22 |, Les deux extremums sont locaux mais pas globaux.

2. Sur [0,1], f décroitde 0 & —2.Ensuite,sur [1,2],ellecroitde —2 a
f(2) = 8 -6 = 2.Le minimum sur [0,2] vaut —2, atteinten 1 ;le maximum
vaut 2, atteinten 2.0r f'(2) =9 ?é 0. Ce n'est pas contradictoire : la condition
f’{rs&} = [ nevaut qu'en un point intérieur, et 2 est une extrémité du segment.

3. Pour hfx) = z3,0ona A'(0) = 0,donc O estun point critique. Pourtant,
h(z) <0 = h{0) pour = <0 et A(z)>0 pour £ >>0.Danstoutvoisinagede 0, h

prend des valeurs plus grandes et plus petites que h{[]} .Donc [J n'est pas un extremum
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local.

4. Pour tout réel I, |:1:| >0 = |D|.Donc T — |:J:| admet un minimum globalen (. En
revanche, sontauxen (J vaut 1 adroite et —1 a gauche. Elle n'est pas dérivableen (J,
donc (] n'est pas un point critique.

Point de méthode : pour chercher les extremums sur un segment, on examine les points critiques
intérieurs, les extrémités et les points ou la fonction n'est pas dérivable.

Corrigé de I'exercice 5 : Théoreme de Rolle et racines d'un

polynéme

1. Notons T1 < L5 <...< Ty leszérosde f.Pourchaque € {1, fs4..}, n—1},1a
fonction [ est continue sur [ﬂ-’f‘ﬁ-, $r¢5+1] , dérivable sur ]St?ﬁ-, $é+l|: , et
f':ﬂi‘ﬁ-:' = f':ﬂ?ﬁ-_l_ljl = 0. Le théoréme de Rolle fournit <, = ]c‘l’»‘ﬁ-, d:c-j-l—l[ tel que
! ¢ -] = 0 . Les intervalles ouverts ]33 SN [ sont disjoints, donc les  ©; sont distincts.
7 2 el
Ainsi, f’ s'annule en au moins 7 — 1 points distincts.

. Ona P’(a:} = 5z% -5 = 5(x? —1)(x? 4 1) . Ses seules racines réelles sont —1 et 1.
Supposons que P ait au moins quatre racines réelles distinctes. D'aprés la question 1, 2/ en
aurait au moins trois, ce qui est faux. Donc I a au plus trois racines réelles.

. Calculons quelques valeurs: P{—-2) = =32 +10 +1 = -21,
P(-1)=-14+5+1=5, PO =1, P(D=1-5+1= -3 et
P(2) = 32-10+41 = 23 . Lafonction P est continue. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires, elle s'annule sur  |—2,—1[, sur ]0,1[ etsur ]1,2[ . Ces intervalles sont disjoints,
ce qui donne trois racines distinctes. Avec la question 2, P a exactement trois racines
réelles, situées dans |—2,—1[, 0,1 et ]L,2].

La figure ci-dessous confirme ce résultat : entre deux racines consécutives se trouve un point critique,
comme l'affirme le théoreme de Rolle.



61 (-1,5)
4 -
2 a
0
-2
—4 1 (1, —3)
—_— P(x)=x>—=5x+1
—6 - ® points critiques x = £1
® les trois racines réelles
_8 T T T

—-1.5 —-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
X

Corrigé de I'exercice 6 : Rolle itéré et polynomes de Legendre

1. Notons T < Ty <...< Ty leszérosde f.Montrons par récurrence sur & € {0,..., n}
que f':k") s'annule en au moins 1 -+ 1 — & points distincts de [ﬁg, ﬂin] , et méme de
]:t‘:,:,, :t?ﬂ[ si k = 1.Pour k = 0, c'est'nypothése. Supposons le résultat vrai au rang
k < m —1.Lafonction f':k) est dérivable, donc continue. On applique le théoreme de Rolle
entre deux zéros consécutifs de f(k:' . On obtient ainsi 1, — & zéros distincts de f':k"'l:',
strictement compris entre L et Tn .Pour % = g, on obtient au moins un zéro. Donc f':'-”fj
s'annule au moins une fois sur ]xg, [ C Ja,b[.

2. Soit 0 < k < n —1.Parlaformule de Leibniz,

k

) = 3 (5) bplem (et
J:

Dans chaque terme, I'exposant n. — ¢ vérifie n — 7 > n —k > 1. Donc chaque terme
s'annuleen 1.Deméme, n —k + jr' > 1, donc chaque terme s'annule en —1. Ainsi,
a®(1) = @®(—1) = 0 pour 0 <k <n-—1.
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3. Pour % = (0, I'énoncé demande au moins [J zéro : c'est vrai. Supposons que Q(k:' aitau
moins J zéros distincts dans ]—1,1[, avec k < m —1.D'apres la question 2, Q(k:' s‘annule
aussien —1 eten 1.Elleadoncaumoins k -+ 2 zéros distincts dans [—1,1] . Ensuite, le
théoréme de Rolle, appliqué entre deux zéros consécutifs, donne & -+ 1 zéros distincts de

@%+1) dans ]-11[. La propriété est donc vraie pour tout & € {0,..., n}.

4, Le polyndme €} estde degré 2n et de coefficient dominant 1. Donc L, = Q':”) est de
(2m)!

n!
racines distinctes dans ]—1,1[. Or un polynéme non nul de degré 7. a au plus ¥ racines. Par
conséquent, L, aexactement 7 racines réelles, toutes simples et situées dans

]_14['

degré 7., de coefficient dominant (. D'aprés la question 3, L., posséde au moins 7

Corrigé de l'exercice 7 : Encadrements par les accroissements

finis

1. Soit x > 0.Lafonction ln estcontinuesur [1,1+x] et dérivable sur 1, 14%[ . L'égalité
des accroissements finis fournit ¢ € ]1,14z[ tel que In(l14z)—Inl = % .z . Or

1<e <1+ x,donc l-l%r < % < 1 .En multipliant par =z > 0, on obtient
I
iz <In(l+z) <=z.
2. On applique la question 1 avec £ — % puis on multiplie par 7%. On obtient

fni-l—l < nln(l + %) <1.0r ni—i—l — 1 . Par encadrement, nln(l T %) 1.

3. Lafonction arctan estdérivable sur R.L'égalité des accroissements finis sur [a,b] fournit

b—a
:m.Comme O<a<c<b,ona

l4a2<l4cicl + b2 . En passant aux inverses, on obtient

¢ € Ja,b[ telque arctanbd —arctana

b—a b—a
1y < arctan b —arctana <y 3.

4. Lafonction gin estdérivablesur R et |sin’| = |cos| < 1. Par l'négalité des accroissements
finis, |sinb —sina| < |b—al.Avec o = 0 et b = x,onobtient |sin z| < |z|.



Corrigé de I'exercice 8 : Fonctions lipschitziennes

1. Par I'inégalité triangulaire renversée, [\big|?]|z| — |v|[\big|?] < |z — u| pour tous réels
L, ¥ . Donc la valeur absolue est 1-lipschitzienne. Pourtant, elle n'est pas dérivableen 0,
car ses nombres dérivés a gauche et a droite valent —1 et 1. Ainsi, une fonction lipschitzienne
n'est pas forcément dérivable.

|'_l

2. Sur [1,4o0], la fonction racine est dérivable et (0 < 5= < . Par I'inégalité des

[Nl

24T

‘l'-..l

accroissements finis, elle y est % -lipschitzienne.

3. Supposons qu'il existe K telque |vE& — 4| < K|z — 4| pourtous x, vy € [0,1]. Avec
y =0et = € ]0,1], onobtient v& < K=, donc % < K.Or % —+ ~oo quand
r —s 0T, ce qui est absurde. Donc la racine carrée n'est pas lipschitzienne sur [D,l] .

fly) — f(=)

Y=
faittendre ¥ vers I :letauxtend vers f"{a:} et les inégalités larges passent a la limite. Donc
7@ < K.

4, Soit & € I .Pour y€I, v ?é x , I'hypothése donne < K - Ensuite, on

5. Soit f declasse (71 sur [a,b].Alors f’ estcontinue surle segment [a,b] . Parle
théoreme des bornes atteintes, elle est bornée : il existe K tel que |f’| < K . Parl'inégalité
des accroissements finis, f est K -lipschitzienne sur [a,b] .

Corrigé de I'exercice 9 : Suite récurrente et inégalité des

accroissements finis

1. Lafonction cos est décroissante sur [0,1] C [0;]. Donc cos([0,1]) = [cos1,1]. Or
0<1<7 ,donc cosl>0.Ainsi, cos([0,]]) C [0,1].Ensuite, par récurrence :
ug = 0 € [0]1],etsi up € [0,1], alors %, = cosup € [0,1] . Donc uy, € [0,]]
pour tout 11,

2. Posons {x) = cosz —x sur [0,1] . Elle est continue, dérivable, et
@/(x) = —sin z — 1 < 0. Elle est donc strictement décroissante. De plus, @{0) = 1> 0 et
fp{l} = cosl — 1< 0. Parlethéoréme de la bijection, ¥ s'annule en un unique point
£ € J0)1[, c'est-a-dire cos# = £ .
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3.5ur [0,1] ,ona |cos/(z)| = sinz <sinl,car sin estcroissantesur [0, 7] . Les réels
Up et £ sontdans [0,1] . Par l'inégalité des accroissements finis,

|u — 4| = |cos u,, — cos £| < sin(1) |u, — £|.

n+1

Par une récurrence immédiate, |u, — £| < (sin l}n lug — £]. 0r lug — €] = £ < 1. Donc
iy — £] < (sin 1j|f'r1 .Enfin, 0 <sinl <1,donc (sin 1j|f'r1 — 0. Lasuite [ty
converge vers £ .

4. Il suffit que  (gin 1}N < 10—% . En passant au logarithme, cette condition équivaut a
Nln(sin1) < —6ln 10 . Comme In{sin 1) < 0, cela revient a

6lnl0 13,8156 _ 7 B _
Nz —lIn(sin 1) ~ 0,1726 ~ 80,04. L'entier IV = 81 convient.

La figure ci-dessous représente la toile d'araignée de la suite. Les termes tournent autour de
£ =2 0,733 en alternant de part et d'autre, car C08 est décroissante.



1.0 - 7

0.6 - el

0.4 - i

— ) =C0SX
0.2 - - Y=X
—— toile d'araignée
. @ point fixe /=0,739

0.01°"

Uo u; Uy

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Point de méthode : la majoration {sin 1}ﬂ est pessimiste. En pratique, pres de £, le facteur de
contraction vaut sin £ a2 0,67, et la convergence est un peu plus rapide.

Corrigé de I'exercice 10 : Théoreme de la limite de la dérivée

1. Lafonction f estdeclasse (71 sur R* comme quotient de fonctions de classe (71 . Ensuite,
pour & ?é 0,ona fl@) = sinx - B3 Z quitendvers 0 x 1 = 0.Donc f estcontinue
en (0.Pour = ?é 0, on calcule
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f;(:l;') _ 2xsin TCOS T — sin? _ sin(2z) _ (M)Q

= 2

Or Sil‘lgr?iﬂ _, g et S_igﬂ? — 1. Donc f’{x) — 2 —1 = 1. Parle théoreme de la limite de

la dérivée, f estdérivableen 0 et f’ y est continue. Ainsi, [ est de classe (71 sur R

et f(0)=1.

2. Par croissances comparées, xln|z| — 0 en 0,donc g est continueen 0. Ailleurs, elle est
dérivable et g/(zx) = In|z| 4+ 1, quitend vers —co en 0. D'aprés le théoréme, le taux

, , , , _ (e . gl
d'accroissement tend lui aussi vers  —co . On le vérifie directement : =2 — In|z| = —co-

Donc 9 n'est pas dérivable en [ ; sa courbe y admet une tangente verticale.

3. Pour :E%D,ona

R | 1 1 1 1
hi(z) = 172 +( 3:2)1 1722 = 1422 —z241 = U

Sur l'intervalle ]0,4co[, A estdonc constante, égalea A(1) = 7 . De méme, sur

]-o0,0[ ,ellevaut A(—1) = —7 .Ainsi, A = 7 sur R} et A = —7 sur R* .la
dérivée tend vers (0 en 0O .Pourtant, A a des limites différentes a gauche et a droite, donc
aucun prolongement n'est continu en (. A fortiori, aucun n'est dérivable. L'hypothese
manquante est la continuitéen 0.

Point de méthode : avant d'invoquer le théoreme de la limite de la dérivée, on vérifie toujours la
continuité au point étudié.

Corrigé de I'exercice 11 : Une fonction plate indéfiniment

dérivable

1. On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 0, P = 1 convient. Supposons
f':”:'(g;} = Pﬂ(l/g;}e_lfrx sur ]0,4co] . Cette expression est dérivable. La dérivée de
T = 1/z est —1/x2 etcellede o—1/7 est %e_lﬁr . Donc
I

1 (@) = L Pa(d) - Pr(3))e /=



On obtient la forme voulue avec F,11(X) = XE(PH(X:I — P;{X}) :

2. Posons X = 1/;E,qui tend vers oo quand ¢ —s Q7. Il suffit de montrer que
Q(X)e=X — Den +oo.0r @ estune combinaison linéaire de mondémes X%, et
X ka—X _s [ par croissances comparées. Donc Q{l/ﬁ}e_lfﬁ — 0 quand r — OT.

3. Montrons par récurrence que | estdeclasse (7™ sur R avec f'i”:'{[j} — ([ .Deplus, ona
f':ﬂ:'(;n} = 0 pour x <0 et f(nj{:t?} — Pﬂ{ljﬁ}e_lf‘ﬂ’ pour > 0.

Pour n = 0 : [ estcontinuesur R*.De plus, f(:v} — 0 adroitede (0 parla question 2,
et f = 0 &gauche. Donc | estcontinueen 0.

Hérédité : supposons le résultat vrai au rang 71. La fonction f':”:' est continue sur [ et
dérivable sur R™.Sa dérivée vaut 0 a gauche et Pﬂ_l_l{l/;p}e_lfﬂ: a droite, qui tend vers

0 par la question 2. Donc f(”+1:'{$} — 0 qguand x — 0 ,avec T ?é 0 . Par le théoréme
de la limite de la dérivée, f'i'”f:' est dérivableen 0, f(”+lj{[]j =0,et f'i”‘i‘l:' est continue
en 0. Ailleurs, elle est continue comme produit et composée de fonctions continues. Donc | est
de classe (ntl sur [ et f(”+1j([j} = 0.

4. La question 3 vaut pour tout 7. Donc [ est de classe (*°° sur R et f('”:'{[j} — (0 pour
tout 7. Cependant, pourtout 1 >0, ona f{y}/ﬁ = e_gf"? ~ (0 .Ainsi, f n'estnulle sur
aucun voisinage de (J. Autrement dit, la connaissance de toutes les dérivées en un point ne
détermine pas une fonction de classe (““ .

La figure ci-dessous montre la fonction et sa dérivée : toutes deux se raccordenta [J de facon
extrémement plate.
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|
104 — f:e ™ six>0,0 sinon
——= f e ¥x?si x>0, 0 sinon
asymptotey=1
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 -
0.0

Corrigé de l'exercice 12 : Dérivées n-iemes par la formule de

Leibniz

1. Posons ufr) = z2 et w(r) = e37.0na w/ = 2z, u/ =2, B — gpour k>3
, et ,U(j‘),@:, — 3J7e3x. Parla formule de Leibniz, il ne reste que trois termes :

f(n)(:}:) = 3" £2e37 4 . 2¢ . 37 led7 4 (né) 2. 323z,
Donc f':”:'{a:) = 3’”‘%33?(9:1:3 + 6nr + n{n—l}) , formule valable aussi pour n = 0 et
n = 1.Parexemple, pour n = 1,onretrouve 3%(352 + 21) .

2. Posons u(x) = x2 4 1. Seules ses trois premiéres dérivées sont non nulles : %, 2z et 2.
La formule de Leibniz donne, pour n = 2 :

g(n)(:r:) = ($2+1)COS($‘3 + n—;) + 2na¢cos(x + (nél)ﬂ) + n(n—l)cos(:c + @)
or cos(uﬁ' — ;—T) = sinf et cos( — ) = —cosf .Enposant § = z + TE—W , on obtient

g(ﬂj{@ — (;1-;3 +1 — nn-1)cost + 2nxzsind .



(1) —1(k—1)!
. Py
wt3) — g pour 7 >4 . Pour n >4, lesindices n— 7 avec 7 < 3 sonttous

3. Posons u(x) = 3 et y = ln.Pour k > 1,0na ﬂ(k]',@:, — . De plus,

supérieurs ou égaux a 1 . La formule de Leibniz donne alors

R (z) = (ﬂl_):(—(n—l)! + 3n(n—2)! — 3n(n—1)(n=3)! + n(n—1)(n—2)(n—1)!).

Mettons (n—4)! en facteur. La parenthése devient (n—4)!5, ol

S =—(n-1)(n-2)(n—-3) + 3n(n—2)(n—3) — 3n(n—1)(n—3) + n(n—1)(n—2).

En développant,
S =—(n3-6n? +1ln —6) + (3n3 — 1502 4 18n) — (3n3 —12n2 + 9n) + (n3 — 3n2 4 2n) = 6. Donc
6(—1) " (n—4n

RO () = (—1) (n—4)

:r'i"l—g

pour 71 = 4.

Vérification directe : h'ili:t?:l = 3z2ln £ + 2, puis h”l::t’::l = 6xln £ + 51, ensuite

h'"(2) = 6ln £ 4 11 etenfin h(‘lj{:r,j — & La formule donne bien &- 1-0: _ 6,

Corrigé de I'exercice 13 : Formule de Leibniz et dérivées de

arctanen 0

1 I .

= {352 Cette dérivée est une fraction

rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas. Elle est donc de classe (7““ . Par conséquent,
f estdeclasse ™ et (14z2)f'(z) = 1.

1. Lafonction arctan estdérivablesur R et f'(x)

2. Soit m = 1.0ndérive 7 fois la relation. Le membre de droite donne (1. A gauche, on applique
la formule de Leibniz au produit de  u(z) = 1 + £2 par f/.0r w/ = 2z, w/ = 2 et
w®) — g pour k > 3.Donc

(1422) " (@) + ()20 F7) (@) + ()2 F V(@) = 0.

Comme 2(%) = n{n—1), on obtient la relation demandée.

3. En = = 0, larelation devient f(”+1j{[j) — —n{n—l)f(ﬂ_lj(ﬂj pour % = 1 .De plus,

fO=0e fO=1.

Indices pairs : f':D:'([j:] =0.Si f':gi'f‘){[j) = (0, larelationavec n = 2p 4+ 1 donne
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f[2P+3:'([j) — () . Donc toutes les dérivées d'ordre pair sont nullesen 0.

Indices impairs : posons @y, = f':gp‘i‘l:'([j) .Avec 1 = Zp, on obtient
ap = —2p(2p-1) G,_1et Gy =1, Parrécurrence,si 0y = {—1}P_1{2p—2}!, alors
ap = (1) 2p(2p-1)(2p-2)! = (-1)°(2p)".

ponc 2P0y = 0 et F2PHN(G) = (—1)P(2p)!. Parexemple, F'(0) = —2 et
0@ = 24,

Corrigé de I'exercice 14 : Fonctions a valeurs complexes

1. Ona (0) = 1 = 217 = (27) . Deplus, /(t) = ielt, de module 1, donc jamais nul.
Pourtant, % est continue sur [0,277] et dérivable sur ]0,27[ . Le théoréme de Rolle est
donc faux pour les fonctions a valeurs complexes.

2. Lafonction cos vérifie cos0 = cos 2. Sa dérivée —gin s'annule sur  ]0,27[ seulement

. . . T L s
en T.Deméme, sin( = sin 29 , et CO3 s'annule en 5 et %’T Le théoreme de Rolle

s'applique donc a chaque partie. Cependant, les points obtenus sont différents : aucun réel
n'annule a la fois oz’ et S'm*’. C'est pourquoi on ne peut pas obtenir un point ou fp*’

s'annule.
3. Posons . = % et d = E7'_T':‘.Alors elb _ela — eim(eid _ g—id) — 2isin{d) el™ .
En prenant le module, |elb — ela| = 2 ginb_Ta| .Ensuite, |sin u| < |u| (exercice 7). Donc

|elb — ela| < [b — a| . La fonction ¢ — git est 1-lipschitzienne, comme le prévoit
l'inégalité des accroissements finis avec |@/| = 1.

4. Posons th(x) = ellH1)T Alors () = e¥(cos & +isin £),donc g = Im 1) . Ensuite,
P = (4P O 141 = 2T/ dou (g = g/ lezeile /Y.
Enfin, la dérivée de la partie imaginaire est la partie imaginaire de la dérivée. Donc
g(ﬂj{;t:} = Eﬂﬁeisin(;t? + ﬁ—ﬂ) :



Corrigé de I'exercice 15 : Inégalités classiques par convexité

1. La fonction €XP est deux fois dérivable et exp// = exp > 0. Elle est donc convexe sur R,
et sa courbe est au-dessus de ses tangentes. Sa tangente en 0 a pour équation ¥ = 1 4+ = .
Donc & > 14 & pourtoutréel =.

1
2. Lafonction u:x — In(l+x) vérifie ul(x) = “(1+a)? <0 sur ]-1,4o0[ .Elle est donc

concave, et sa courbe est sous ses tangentes. Sa tangenteen 0 est ¥ = T . Donc
In{l4+x) < = pourtout = > —1.

il . . .
3. Sur [D, E] ,ona sin’ = —sin < 0,donc sin y est concave. D'une part, la courbe est sous

satangenteen 0, d'équation % = T Donc sin x < x.D'autre part, une fonction concave

est au-dessus de ses cordes. La corde joignant {D,D} a (%! 1) a pour équation = %;p .
. . . kil
Ainsi, E—Tij E 3N T E o sur |:|:|, §i| .
4. On écrit 2% = eln 2. Sa dérivée seconde vaut (In 2}2 2% - 0,donc 1 —y 3% est

convexe. Sur  [0,1] , la courbe est sous la corde qui joint (0,1} & (1,2), d'équation
¥y =14z .Donc 2% <14z pourtout = € [0]].

La figure ci-dessous illustre I'encadrement de la question 3 : la courbe du sinus est coincée entre sa corde
et satangenteen 0.
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12]— y =sinx (concave sur [0, 1/2])
' —— tangenteen0:y=x
—— corde : y =2x/m

0.0 .

0 n/4 n,l’2

Corrigé de I'exercice 16 : Inégalité de Jensen et moyennes

1. Lafonction In estconcave sur |0,4oo[, car ln”(;p:l — —ﬁ < 0. On applique I'inégalité de

Jensen a la fonction convexe —]n, avec les poids Ay = % . On obtient

%Z In z, < ln(%z 352:)- Le membre de gauche vaut 111”\,."51?1 ... Lp.Comme FXP est
Ti+...+ 1y
o .

croissante, n T{-- - ZTn <

= Ly

Z a;% . Les deux

, , . 1 , 1
= <
2. On applique la question 1 aux réels x >0.0n obtleﬂnt WL Ty =
membres sont positifs ; en passant aux inverses, E : 1)z, < VE T,
i

n 1
3. En combinant les questions 1 et 2, on obtient Z 1/x. = n E : L. . Ensuite, on multiplie par
i
1 1 y
7 E mﬁ.}[].Donc (E a:ﬁ;)(g *Tt') = né,
a+b+e

4, D'abord, la question 1 avec 7 = 3 donne %‘gbc < 3 = 1,donc abe < 1.Ensuite, la
question 3 donne {a—i—b—kc}(é—k%—k%) >9.0r a+b&+c¢c=3.Donc %—}%4—% > 3.



5. Lafonction i — 12 est convexe, car sa dérivée seconde vaut 2 == (0. L'inégalité de Jensen

2
avec les poids % donne directement (%Z ;rlz.) < %Z 353"

Point de méthode : on obtient ainsi la chaine classique, moyenne harmonique < géométrique <
arithmétique < quadratique, avec égalité si et seulement si tous les ¥, sont égaux.

Corrigé de I'exercice 17 : Inégalités de Young et de Holder

1.Si @ =0 ou b = 0,lemembre de gauche est nul et I'inégalité est claire. Supposons
a,b > 0. Llafonction In estconcave et %—3 + % — 1, avec des poids positifs. Par concavité,

ln( alf + qb ) > I%ln(ap) + %ln(bq) =Ina+1Inb = In(ab).
Comme ©XP est croissante, ;} e;: i _|_ g

2. Posons A4 = (Z a:f)l’fp et B = (Z yf)”g .Si A = 0, tousles T sontnuls et

l'inégalité est une égalité 0 = 0 .Demémesi B = [.Supposonsdonc A, B >0 0n

.\-_"]:'.
applique I'inégalité de Younga g = Et et h = E
P q
T - .
i y'ﬁ E y

ARB S qu

On somme sur 3 . Comme Z a:f = AP ot Z yg = BY , le membre de droite vaut
% + % — 1. Donc Z .Y, < A LB, ce qui est I'inégalité de Hélder.

3. Pour p = g = 2, on obtient Z Ty, < ”“Z :r:?ﬁ .-"Z yg.. C'est l'inégalite de

Cauchy-Schwarz pour des réels positifs. Elle s'étend aux réels quelconques en remplagant ;1 ¥,
|$-;,_;|! |yé| :

]

4. On applique Hoélderavec p = 3 et g =3 , qui vérifient %4-% = 1.0n prend
Ii‘j:l! Loy $3:' = {1:: Yy 2-’:1 et ¥y = ¥y =Yg = 1. On obtient
r4+y4z< (3;3 + yB + 33}1;‘3 . 32f3. C'est l'inégalité demandée.
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Corrigé de I'exercice 18 : Dérivées a gauche et a droite d'une

fonction convexe

1. Soit a € I .Comme I estouvert,ilexiste o, 5 € I avec o <a <5 .lLetaux Tgq est
croissant sur I M Ja,+oo[, et minoré par  74(ce) grace a la croissance. Par le théoréme de la
limite monotone, il admet une limite finie a droite en @, égale a dr”%}fc;ra':ﬁ:' . De méme, sur

I N ]—oo,al , il est croissant et majoré par  74{ 3} . Il a donc une limite finie & gauche, égale

3 ;L::pa'rﬂ'@:' CEnfin, pour T <a <Y,ona T4(x) < T4(y). En passant au sup puis a I'inf,

f est dérivable a gauche et a droite en @, avec f;r(r:&:l < fé@ :

2. Pour > a,ona f(z)— fl@) = (x —a)T4{x).Quand £ — gt le premier facteur tend
vers O et le second vers fé{a} , qui est fini. Donc  f(x) —+ f(a). Le méme argument vaut a
gauche. Ainsi, [ est continue en tout point de 1.

3. Soient @ < b dans I .D'une part, fé@ = ;I%bfga(ﬂ?} < ’Ta(b:' . D'autre part,
!
_ by = > f(b) — fla)
Talb) = Tb{rss} et fg( ) ;U{P;b(ﬂ?} = ’Tb'iaj'.Donc f&@ < == ; < fg{b}.
Avec la question 1, f;{b} < fé{b} . Donc fé{a} < fé{b} : la fonction fd est
croissante.

4. La valeur absolue est convexe par I'inégalité triangulaire :  |(1—%)x + ty| < (1—t)|z| + |y .
Elle vérifie f7,(0) = —-1<1= f}(0).

5. Soient z,y € [O,]] et £ € [01] ,avec m = (1—t)z +ty.Si m <1, alors
ufm) = 0 < (1-t)u(z) + tu(y), car u > 0.Si m = 1,alors £ =y = 1, ou bien
t=0e £ =1,oubien £ =1et ¥ = 1.Danschaque cas, I'inégalité est une égalité.
Donc u est convexe, mais elle n'est pas continue en 1 . Cela ne contredit pas la question
2, car [D,l] n'est pas ouvert. L'hypothése essentielle est que l'intervalle est ouvert.

Corrigé de I'exercice 19 : Convexité et point d'inflexion

1. Lafonction f estde classe (7“° .0On calcule f’{a:} = (l—x)e 7 et
@) = (z — e~ . Lesignede f' estceluide 1 —z.Donc f crotsur |—oo,1] et
décroitsur [1, +oo[ .Deplus, f(xr) =+ —oo en —oo,et flz) — 0 en +oo par
croissances comparées. Le maximum de f vaut f{1) = e—1,donc f{r) < e~! pour



tout réel .

2. Le signe de f” estceluide z —2.Donc f estconcave sur |—co, 2] et convexe sur
[2, +00] . La dérivée seconde s'annule en changeant de signe en 2. Le point (2, 2e—2) est
un point d'inflexion.

3.0na f(2) = 2e=2 et f/(3) = —e—2.Latangente T a pour équation
y = 2e72 —e2(r — 2). Autrement dit, T:y = e~ 2(4 — z).Sur |-00,2], f est
concave, donc sa courbe est sous sa tangente en 2. Sur [2, +oo[ , elle est convexe, donc sa
courbe est au-dessus. La courbe traverse donc sa tangente au point d'inflexion.

4. C'est la position obtenue sur [2,+co] .Donc z e~ > e—2(4 — z) pourtout = > 2.

La figure ci-dessous résume I'étude : zone concave, zone convexe, maximum en 1 et tangente
traversante au point d'inflexion.

0.6 1 —_— f(X) = xe*
—— tangenteen2:y=e (4 —x)
0.4 x(1,e™t)
point d'inflexion

0.2 -

0.0
—0.2 A
—0.4 - concave convexe

0 1 2 3 4 5 6 7
X

Corrigé de I'exercice 20 : Fonction convexe majorée sur R
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1. Posons ¢ f(y:' f': ) . Par hypothése, s = 0 .Soit Z > Y. D'aprés le lemme des trois

pentes appliquéda £ <% < Z%,ona Lﬁiy} .Donc  f(z) = fly)+s(z—y).or
s > 0, donc le membre de droite tend vers oo . Par comparaison, f{z) — +co quand
Z — +o0.

2. Soit f convexe et majorée sur R.D'aprés la question 1, il n'existe pas T < ¥ tels que
flz) < f(y) .Donc f est décroissante. Ensuite, la fonction z — f{—z) est aussi convexe
et majorée. Elle est donc décroissante, ce qui signifie que { est croissante. Finalement, | est
a la fois croissante et décroissante : elle est constante.

3. Sur ]0,4oo[, lafonction £ — e~ F estconvexe, car sa dérivée seconde vaut e~ F > 0 . Elle
est majorée par 1 . Pourtant, elle n'est pas constante : le résultat devient faux. La preuve
échoue car on ne peut pas faire tendre la variable vers —oa |

4. Supposons que | ne soit pas décroissante. Il existe alors & < ¥ tels que f{:t::l < f{y} . Parla

question 1, f tendvers —4co en oo, ce qui contredit I'existence d'une limite finie. Donc  f
est décroissante.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : méthode de Newton et

convexite

Partie A.

1. Lafonction f est continue et strictement croissante, car ' > 0.Deplus, f{a) <0 < f(b).
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, elle s'annule sur  ]a,b[ . Par stricte monotonie, ce zéro
C est unique.

2. Soit x € [c,b]. Comme [ estcroissante, f(x) > f(c) = 0.Deplus, f'(x)>0.Donc

% >0 et N(z) < z.Ensuite, £/ > 0,donc f estconvexe et sa courbe est au-
dessus de sa tangente en . En particulier, aupoint ¢ : 0 = f(&) > f(z) + f/ (@ - z).
ondivisepar f'(z)>0: ¢ -z < —%, c'est-a-dire ¢ < IN(zx) . Ainsi,

c < Niz) < =z.

3. Montrons par récurrence que uy € [c,b]. C'est vrai pour Uy = b.Si uy, € [c,b], la question



2donne € = Yna < up < b Donc la suite est bien définie, 4 valeurs dans [c,b] , et
décroissante. Décroissante et minorée par ¢, elle converge vers unréel L € [c,b].Or IV est
continue sur [a,b] ,car | et f'; sont continues et f’ ne s'annule pas. En passant a la limite

f(L) . _
)= 0,soit f{L) = 0.Par

dans U, 1 = IN{ug),onobtient L = IN(L). Donc

unicité du zéro, I, = ¢ :la suite converge vers .

Partie B.

1. Lafonction f{r) = z2 —2 estdeclasse ¢2.Deplus, f(1) = -1<0<2 = f(2),
f”{;pj = 22 >0 sur [1,2] et f” — 2 > 0. Les hypothéses sont vérifiées, avec

¢ = 2 . Ensuite, N{;g} = _ 222 = 22 +2 = %(1; _|_%).On obtient

1 3 {E o F
w=5e+D =3 e u=53+3) =%

2. On calcule

U V2 =
n+1 2u., 2,
2
Donc ¢ 41 = % . Parla partie A, wuy = V2 > 1,donc 2u, = 2. Ainsi,
n
ez
0< Cn+t1 < 7"

7 2
. —2-V3I<06 >14.D _ 00938 g,
3. 0na € < 0,6 ,car ¥v2 > 1,4 . D'abord, €1 = Ju; = 2 < 2% =009

i _ 1 _ 1 _ , < 3x 1072, pui
Ensuite, g = Tu; = 3 < 7 = 0,0027.Donc €5 < Puis, avec la
—3y2
majoration de la question 2 : eq < % = 45x 10—"6 . Enfin,

4.5 % 10—0)2
{(, )

ey 5 ~ 101 x 10—11.Donc e, = 1010 : quatre itérations suffisent.

Point de méthode : la relation Cmitl < E% traduit une convergence quadratique. Le nombre de
décimales exactes double a peu pres a chaque étape, bien plus vite gqu'avec une simple contraction.

Revenir aux énoncés des exercices
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