Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : sommes, binome
et formules de trigonométrie

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 3 points
Exercice 2 : Sommes et coefficients binomiaux 5 points
Exercice 3 : Inégalités, valeur absolue et partie entiere 4 points
Exercice 4 : Equations trigonométriques 4 points
Exercice 5 : Somme des cosinus par télescopage 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (3 points)

a. Pour 0 < k& < n—1, on réduit au méme dénominateur (k+1)! (n—k)! :
n![ (k+1) + (n—k)]

(%) + 0t (1 =) = gy + D D = (kD) (!
or (k+1) + (n—k) = n+1, donc la somme vaut % C'est exactement

MVet?] (s [\righht?])

b. En additionnant cos(a+b) = cosacosb —sinasind et
cos(a—b) = cosacosb + sin asin b , on obtient cos{a+&) + cos(a—b) = 2cosacos b,
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D'ou la premiere formule.

Ensuite, par soustraction de sin{a—b) = sinacosb —cosasinb a

sin(fa+b) = sinacos b + cosasin b, ona sin(a+b) — sinfa—b) = 2cos asin b . Posons

alors g:PTﬂ et b_Pzg desorteque @ +b = p et a —b = g.0n obtient

. . pTreg . p—q
5In p —sin g = 2cos™5 - sin"5 -

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour le dénominateur commun, 0,5 pour la mise en facteur, 0,5 pour la
conclusion ; b) 1,5 point : 0,5 pour la formule de produit, 1 pour la formule de sin p —sin g avec le
changement de variables.

Exercice 2 : Sommes et coefficients binomiaux (5 points)

1 1 k+D-k 1 . o
FTEAL T EEFD T EGED La somme est donc télescopique :

Z:: k+1 Z( k%rl)zl_n%rl'

a. Pour k£ =1,

- - _n
Ainsi, la somme vaut ntl

b. Onabien (k+1)' — k' = k! (k+1-1) = k- k! Par télescopage,

i k-k!'= zn: (k+1)! — k! = (n4+1)! =11
E=1

La somme vaut (n+1)! —1.

c. L'ensemble des indices est {(z,7),1 < 2 < 7 < n}.On peut le décrire en fixant d'abord
7 € [[1,n]]  puis = € [[1,;.?']].Ainsi



o, nln+1) nln+3)

Or Z 'iJ"H:' = —75 T+n="7  Donc S, = ﬂ(ﬂjgj . Vérification: &1 =1
—

et % =1.

n
d. Par la formule du binéme appliquée a (1 + g)n , z (1) ok — 3™
k=0

Pour 1 <k <mn,

B(%) = #ﬂ;)* - (k—(lT;T_(ln),!—k)! = n[\let?)(",_[\righht?]).

Le terme d'indice 0 étant nul, on obtient avec le changement d'indice § = & —1 :

n n—1
ST k(%) = nzo[\eft?](”;.l—p.)) =n (141)"" L
j:

k=0

n
Donc Z k(ﬁ:) = ﬂzﬂ_l.
k=0

Baréeme : a) 1 point : 0,5 pour la décomposition, 0,5 pour le télescopage ; b) 1 point : 0,5 pour la
vérification de I'égalité, 0,5 pour le résultat ; c) 1,5 point : 0,5 pour la description des indices, 0,5 pour le
calcul de la somme intérieure, 0,5 pour le résultat ; d) 1,5 point : 0,5 pour 3™, 0,5 pour la formule du
capitaine, 0,5 pour g, 37—1 .

Exercice 3 : Inégalités, valeur absolue et partie entiere (4

points)

a. Les deux membres sont positifs, et la fonction carré est strictement croissante sur R4 .
L'inéquation équivaut donc a (23:;—1}2 < I::,]_‘:‘—|—2:lg , Soit

42 —4rx +1<2?+4r+4 2 322 -8r -3 <0« (3z+1)(z—3) < 0.

Un trinbme est négatif entre ses racines —% et 3.L'ensemble des solutions est [—%: 3] .
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b. Posons m = |z |et =z —m € [0,1].Alors 2z = 2m + 2r avec 2m € Z,
donc | 2z | =2m +| 2r |.Comme 2r € [0,2] ,ona [ 2r | € {0,1}. Ainsi
2] -3 = | = 27 ] € 0

1 1 1 1 1
c. Pour k :_:s 2, 1k = k(k_UOr 0 i:.;?{.;@—].:l ‘:_:: ﬂgg,donc Q E .I.‘;[k'—lj

En sommant ces inégalités pour j de 2 a 7, puis par télescopage,

S bt 3 (h-b=1eid

T
1
Donc 3 (pour n = 1,lasommede 2 a 1 estvideetl'ona l'égalité
k

Erreur fréquente : élever au carré sans avoir vérifié que les deux membres sont positifs. Ici c'est le cas
grace aux valeurs absolues.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la justification du passage au carré, 0,5 pour la factorisation, 0,5 pour
I'ensemble des solutions ; b) 1 point : 0,5 pour I'écriture = = ' 4 7, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 1,5

point : 0,5 pour la majoration de ﬁ , 1 pour la sommation et le télescopage.

Exercice 4 : Equations trigonométriques (4 points)

a. Par la formule de duplication, cos(2z) = 1 — 2sin? r . Enposant s = sin x, I'équation
devient 252 4+ s —1 = 0, cest-a-dire (25 —1)(s +1) = 0.Donc sinz = % ou

sinz = —1.

il i: b
6 ou 6  Dautre part, sinrt = —1

pr " pa

D'une part, sin £ = % équivaut a

il
équivaut a 2

f2r]



Les solutions sont les réels % + 2k, %’T + 2k et —% + 2kw ,avec k £ F, soit

exactement les réels % + %TTT .

b.Ona sinx +V3cosz = E(%sin r 4+ ?cos :J:) = E(Sin :L?COS% -+ cos ;t:sin%r) . Donc
sin z + V3cos x = Esin(;t: + TB—T) .

L'inéquation équivauta sin X > Lavee X =2+ E—T Quand z décrit |—mm], X

2
décrit }—%’T: &B_ﬂ intervalle de longueur Z4r . Sur cet intervalle, le cercle donne
sin X > % & X e [%—T: %’T} L'ensemble des solutions est [—%! E—T] .
a) b)
jird

_o

6

x€E[-£,3]

r _ D
c. Comme 7 € ]—%! E—T[ ,ona -:os% ?é Det 1+ ud = g2k Par les formules de duplication,
2
cost = cos2t —sin?t = cos2t (1 — u2), sint = 2sintcost = Qucos2k
2 2 2 ) 2 2 2

nt 1 . 1w . _ _2u
En remplacant cos 7 par 1ol ,onobtient coszf = 12 et aint = Trul

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour I'équation en sin z , 0,5 pour la factorisation, 0,5 pour les trois familles
de solutions ; b) 1,5 point : 0,5 pour la forme Esin{;t? —+ %} , 0,5 pour le changement de variable et
I'intervalle, 0,5 pour I'ensemble des solutions ; ¢) 1 point : 0,5 par formule.
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Exercice 5 : Somme des cosinus par télescopage (4 points)

a. Appliquons la formule sin p— ain g = Zcog%ﬂginu de I'exercice 1 avec

2
p:(ﬁg—k%)a‘; et q:(}g—%)x.Ona PT_W:,E@;[-; et %:

sin((ﬁ;—i—%):r) — sin((k:—%);t:) = Esin%cos(k;@l .

b. Ensommant pour % de [ a 7, la somme de droite est télescopique :

2sin C'), = sin((n+%)x) — sin(—%) = sin((n+%)g;) + sing-

. D'ou

b2 8

On transforme cette somme par la formule =ip p+ 2in g = jgiinﬂCW% (obtenue
. ptg (mtDlsx P—9¢  nr . T e
comme en 1b). Ici = 5 et =5 . Comme 1N ?é 0, on divise :
. (nt+1)z nL
O S111 ) COSs )
n — *

sin((fn:—l—%)a') |

C'est la formule demandée ; la premiére forme donne aussi oo = 1 +
nT 2 2sing
. . s \ (n+1)r
c. Pour n =1, leréel = o1l appartient a ]D;rr],donc pasa 2& . Alors —— =
T
2k
et sinm = 0.Donc Z CDEﬂ__:E = U,
k=0
d. Par linéarisation, COSE(JEQ;E} — w . Donc
71 1
n+1 1
E cos?(kz) = —5- +35 »cos(k-2z).
k=0 k=0

Comme T §E‘ & ,leréel 2x n'estpasdans 24 :on peut appliquer la question b au réel

sin[:(ﬂ-l-}):r)cas[mr)

21, ce qui donne . Ainsi

gln
n n+1 smﬁ:ﬂ—i-l):r)cos(ﬂa')

Z COSE{;@@] - 1 + 2gln T

k=0




Baréme : a) 1 point : 0,5 pour le choix de I et 4, 0,5 pour la conclusion; b) 1,5 point : 0,5 pour le
télescopage, 0,5 pour la transformation somme-produit, 0,5 pour la formule finale ; ¢) 0,5 point ; d) 1 point
: 0,5 pour la linéarisation, 0,5 pour I'application a 2x avec I'hypothése vérifiée.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : sommes, bindme et formules de
trigonométrie

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Sommes, produits et inégalités » en
maths sup et « Trigonométrie » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés sommes
produits et inégalités, trigonométrie.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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