Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : séries
numériques et familles sommables

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours sur le lien suite-série 3 points
Exercice 2 : Nature de cing séries 4 points
Exercice 3 : Comparaison série-intégrale 4 points
Exercice 4 : Une série alternée et un piege des équivalents 3,5 points
Exercice 5 : Familles sommables et produit de Cauchy 5,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours sur le lien suite-série (3 points)

N—1
a. Notons Sy = Z[] (41 — Un) la somme partielle d'ordre ]V —1 . Les termes se
n—
simplifient deux & deux (télescopage) : S = U pr — Up . La série converge si et seulement si

(SN) converge, c'est-a-dire si et seulement si ':“N:' converge. Dans ce cas,
+oo

Z (Upp g = Un) = limuy —ug.

n=10

1 1 1 , :
b. Pour n =1, n(ﬂ+1j:ﬁ—ﬂ—_|_1:cest _(wn—l—l_wﬂ} avec wn:%,qwtend
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N . =
vers 0. Donc Zﬂ‘(ﬂ+1]:1_N+1'et Zﬂ(ﬂ-l-l]':l'

De méme, ln(l + %) = In(n 4 1) — In n . etla suite (In n) diverge vers oo . D'aprés a),

la série Z ln(l + % diverge (ses sommes partielles valent ln{N —+ 1} ).

c. En réduisant au méme dénominateur :

1 1 (n+2)—mn 2

nn+1D) " (n+D)m+2) T rr+DR+2) T nln+1)(n+2)

.

La suite 1, = 1 tend vers 0, donc par télescopage :
nln + 1)

N
Zl ST T = 3t~ tv) = %(% - NI T 2));

La somme vaut % .

Baréeme : a) 1 point (0,5 pour le télescopage, 0,5 pour I'équivalence et la somme) ; b) 1 point (0,5 par
série) ; ¢) 1 point (0,5 pour la vérification, 0,5 pour la somme).

Exercice 2 : Nature de cing séries (4 points)

n? _ 1
nt T nd’
Par comparaison de séries a termes positifs, E Up converge.

a. Up = 0 et Uy La série de Riemann Z ﬁ converge (exposant 2 > 1).

a a .
b. Posons 1 = % — 0.Comme gin y = ¥ _% _|_O|:y3:,,ona Uy = % —|—o{y3),50lt
Uy ™ 5—ﬂ13f9 . Ce terme est positif et % >1: Z Uy, CONverge par comparaison a une

série de Riemann.

xd 1 - _ .
c. Comme In(l1+z) =z —% + o(x2), up ~ —5.5 - La série Z (—wy) estatermes
positifs a partir d'un certain rang, avec —1i,, v Tmd Elle converge par comparaison, donc

Z Uy converge. (Dureste, In(l+ z) < = montre que uy, < 0 pourtout 7.)



d. Pour n :_::' 2, uﬂ — e}:p(ng ln(l — %)) . Or

nmn(l_;—l):nz(_;-z_ﬁ+o($))=_n_%+o(

=

)

Donc o, = E—l;’? e~ M EG(U”:' o E—ljﬁ g—" . La série géométrique Z g~ "

converge (raison ge—1 =1). Z Uy converge.

1 Inm lnn . 4 1
e wy, = pexplTHt) et L 4 o par croissances comparées, donc 4, ~ 7. Ces termes

sont positifs et la série harmonique diverge : Z Uy diverge.

2
Erreur fréquente : en d), écrire (1 _ %) ~ e—T enoubliant le facteur E—lﬁ ; ici la conclusion

ne change pas, mais I'équivalent est faux.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1 point (0,5 pour le développement, 0,5 pour la conclusion) ; ¢) 1 point (0,5 pour
I'équivalent, 0,5 pour le signe constant et la conclusion) ; d) 1 point (0,5 pour le développement, 0,5 pour
la comparaison géométrique) ; e) 0,5 point.

Exercice 3 : Comparaison série-intégrale (4 points)

a. Sur [2,400], £>0et Inz>0,donc f(zx)>0.Lafonction x — = ln x apour

dérivée In x 4 1> 0 : elle est strictement croissante et positive, donc [ est décroissante.

Comme (111(111 ﬂ;})f — E—i , une primitive de f est = — In(ln z) .

b. Soit k& > 3 .Pour = € [k, k +1], ladécroissance donne f{z) < f(k) ; pour
r € [k—1,k] C [2, 4oo], elledonne f(z) > f(k).Par croissance de I'intégrale sur des
k+1 k

segments de longueur 1 : f f < f(;g} < f f . Sur la figure, les rectangles du graphique

k—1
du haut recouvrent la courbe, ceux du graphique du bas sont sous la courbe.

c. Ensommant pour %k de3a IV, puisen ajoutant f{z} = m (relation de Chasles) :

f(2)+1In(In(N 4+ 1)) =1In(In3) < Sy < f(2)+In(ln N) — In(ln 2).
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1

nlnn

Le minorant tend vers oo, donc & jy — 4co : la série Z diverge.

Pour I'équivalent, In{iV 4+ 1) = In IV + ln(l + %) ~ In IV, donc
In{In{IV + 1)) = In(In V) + o(1) . En divisant I'encadrement par In{ln V) — 400, les
deux bornes tendent vers 1. Par le théoréme des gendarmes, S pr ~ In{ln IN'}.

1
d. Soit gfl:ﬂ?:l = —$)g sur [2, —|—CO|: . Elle est positive et décroissante (inverse d'un produit de

z (In
fonctions positives croissantes), et 1« — —ﬁ en est une primitive. Comme en b),
k

g(k) < f g pour k >3, donc
k—1

- 1 1 1
Y 9k <92+ mr—mw <92+
=2

1
converge.
n)? g

Les sommes partielles d'une série a termes positifs sont majorées : E 2 (In

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point (0,5 par inégalité) ; c) 1,5 point (0,5 pour I'encadrement, 0,5 pour la
divergence, 0,5 pour I'équivalent) ; d) 1 point.

Exercice 4 : Une série alternée et un piege des équivalents (3,5

points)

a. La suite (L) est décroissante et tend vers 0. D'apres le théoréme des séries alternées,

T i
(_ljﬂ I:_l) 1 At H 1
converge. En revanche, = | = et la série de Riemann d'exposant
1§ : 7 T nlf2

5 <. 1 diverge : la convergence n'est pas absolue.

b. Le théoréme des séries alternées précise aussi le reste : F,, est du signe de son premier

terme {—1)”+1,et |Ry| < nl—l—l'




-0,2 A
-0,4 -
<
)]
0,6 +-+--fF1-FA-Fr -V oL S A LA LA A LA LN
-0,8 A
somme S= — 0,605
-1
1 5 10 15 20 25 30
n
n [_1]3:
La figure montre les sommes partielles 5, = E elles encadrent alternativement la somme,
k=1
et I'écart a la somme (qui vaut —H,, ) décroit comme % .

c. Pour n =2, wm4+ {-1}2rl > 2 —1>0,donc Vn est bien défini. Posons

—1)" h 1
h:(m:' _y [y Alors *un:1+h,et 1+h:1—h—|—{}{h2}.Donc

Uy = h—h3+0(h3} avec h2 — % et |f‘~|3 = ﬁ :

~1)"
Un=%—}_}+o %/2
n

. (—1)" : i —3/3
La série z — converge (question a). La série des Q(ﬂ / :I converge absolument par

comparaison a une série de Riemann d'exposant % = 1 . La série Z % diverge. Une somme de

deux séries convergentes et d'une série divergente diverge : E Uy diverge.

d. D'apres c) (_ljn _ 1y _ (L1} donc ':_ljn Pourtant I'une des séries
St CUn—m o = O\n) = o\F) Up ™ “m

converge et l'autre diverge. Il n'y a pas de contradiction : le théoreme de comparaison par
équivalents ne s'applique qu'a des séries de signe constant (au moins a partir d'un certain
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rang), ce qui n'est pas le cas ici.

Baréme : a) 1 point (0,5 pour le théoreme des séries alternées, 0,5 pour la non-convergence absolue) ; b)
0,5 point ; ¢) 1,5 point (0,75 pour le développement, 0,75 pour la conclusion) ; d) 0,5 point.

Exercice 5 : Familles sommables et produit de Cauchy (5,5

points)

a. La famille est a termes positifs. D'apres le théoreme de Fubini positif, sa somme dans [D, —I—oo]

vaut
+T00 [ oo 00 2
2| X e|= 2 5 = (%)
p2 g2 2°6 —\ 6/ -
p= 1 qg= :
Cette somme est finie : la famille est sommable, de somme g—;.

b. Les couplesde [ sont (p,m —p) pour p € {L,1.,n—1}: cardf,; = n —1.Les
I, , n > 2, formentune partition de ([r\]*j2 . La famille est a termes positifs, donc le
théoréme de sommation par paquets positif s'applique :

1 &2 =,
DD YR

(p,q) € (N*)? n=2(p,q) € I,

& 1 & 1
=X 2

, . .. . . 2 ,
La séparation est licite car les deux séries convergent. On obtient (% — 1) — (§(3} — 1) , qui est

fini. La famille est sommable, de somme %2 — g(S} .

n—1
¢. Par sommation par paquets positive, sa somme dans [D, —|-¢.:.] vaut Z}:g n2 .Or
T

n_1 % terme général positif d'une série divergente. La somme est +co : la famille

2
n
n'est pas sommable.

d. Théoreme : si E Gy et E by, convergent absolument, alors la série de terme général



n
Wy = Qg bpn—k converge absolument et Z Wn = Z tn
=0 n=I[ n=0 n=>0

k

. a”
Les séries E =
.

converge pour tout # ). Leur produit de Cauchy a pour terme général, par la formule du bindme
7

n s

7 =
et E b—, convergent absolument (la série exponentielle E :Q
.

= 3 H =y (Weken k=

+oo n
Donc exp(a) exp(b) = Z s —;!b) = expla +b) .

n=1>0

e. Comme |:1:| < 1, la série géométrique E ™ converge absolument, de somme

produit de Cauchy avec elle-méme a pour terme général
T
Z zk z7—% = (n + 1) 2™ Duaprés le théoréme rappelé en d)

1
1_$.Son

Wy =
+oo k=0 1

no - -
le::g(n—i_l)j: =0

Baréme : a) 1 point (0,5 pour Fubini positif, 0,5 pour la somme) ; b) 1,5 point (0,5 pour le cardinal, 0,5 pour
la sommation par paquets, 0,5 pour la somme) ; ¢) 0,5 point ; d) 1,5 point (0,5 pour I'énoncé, 0,5 pour le

binéme, 0,5 pour la conclusion) ; e) 1 point.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controle : séries numériques et familles

sommables

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries numérigues » en maths sup et «
Familles sommables » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés séries numérigues,

familles sommables.
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Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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