Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : probleme
d'algebre linéaire type concours

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 3 points
Exercice 2 : Partie A, un endomorphisme de Rn[X] 4 points
Exercice 3 : Partie B, noyau, image et rang 4 points
Exercice 4 : Partie C, une base adaptée 5 points
Exercice 5 : Partie D, applications 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (3 points)

a. Théoréme du rang. Si FE est de dimension finieet f & ﬁ(E, F:l alors Im f estde
dimension finieet dim B = dim Ker f +rg f.

Démonstration : comme E est de dimension finie, le sous-espace  Ker f admet un
supplémentaire S dans E,et dim .S = dim F — dim Ker . Notons
fotS — Imf larestricionde fa S, alarrivéedans Im f . Elle est linaire.

D'abord, f_g estinjective:si s € § et f(s) = 0,alors s € § N Ker f = {0}. Ensuite,
f o estsurjective:tout y € Im f sécrit y = f(z) ; ondécompose & = T+
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avec Ty € Ker fet sc §,etalors y = f(s). Ainsi, [ estunisomorphisme de §
sur Im f .Parconséquent, rg f = dim S, dou dim E = dimKer f +rg f.

b. Soit B = Q@1 A Q avec @ inversible. Comme tr(MIN) = tr(INM) pour toutes

[

matrices carrées de méme taille, on a

tr(B) = tr(Q_l{AQ}) = tr({AQ}Q_l) = tr(A) . De plus, le déterminant est
multiplicatif, donc det B = det{q}_l det A det @ = det A.Deux matrices semblables
ont donc méme trace et méme déterminant.

Baréme : a) 2 points : 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour le supplémentaire, 1 point pour
I'isomorphisme justifié ; b) 1 point : 0,5 point pour la trace, 0,5 point pour le déterminant.

Exercice 2 : Partie A, un endomorphisme de Rn[X] (4 points)

a. La dérivation est linéaire, ainsi que la multiplication par un polyndme fixé. Par composition et
somme, % est donc linéaire. Soit P € R,,[X ] ;alors deg P/ < n —2,donc
deg({X2 - l}P”) < n.Deméme, deg(XP') < n.Ansi u(P) € Ry[X] et u
est un endomorphisme de R, [X].

b. Pour k > 2, (XK) = k(k—1)X*—2 et (X*) = kx*—1, donc
u(XE) = k(k=1)(XF — X*2) 4 kXF = k2 XF — k(k—1)X*2,

Pour kb =0, u{l) =0;pour k =1, u(X)= X .Laformule reste donc valable,
puisque &(k—1) = 0 dans ces deux cas.

Ainsi, A est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux 0,1, 4, ... n?. Sesseuls
autres coefficients non nuls sont —k&{k—1), placés en ligne % — 2 et colonne k (en
numérotantde 0 a 7). Pour n = 3, avec U{ngl = 4X2 2 et

u(X3) = 9X3 —6X :



0 =2 0
1 0 =6
0 4 0
0o O 9

OoOOO

C. Latrace et le déterminant de u sont ceux de sa matrice A , triangulaire. D'une part,
nin+1)(2n+1)
&

bl
tru = Z k2 =
k=0
diagonaux, dont le premierest nul: detwuw = 0.

. D'autre part, le déterminant est le produit des coefficients

d. Ona u(l) = 0 avec 1 ?é 0 : u n'est pas injectif, donc ce n'est pas un automorphisme. On
le retrouve avec detw = 0.

Baréeme : a) 1 point : 0,5 point pour la linéarité, 0,5 point pour la stabilité de IRﬂ[X ] ,b) 1,5 point : 0,5
point pour le calcul de  u{ X k ), 0,5 point pour la forme de A, 0,5 point pour la matrice avec
n = 3 ;¢) 1 point: 0,5 point pour la trace, 0,5 point pour le déterminant ; d) 0,5 point.

Exercice 3 : Partie B, noyau, image et rang (4 points)

a. Ecrivons P = ag X9 4+ R avec deg A < d .DaprésAb),
u(X9) = d? X4 4 (termes de degr[?][?]< d), et u(R) € Rg_1[X] par le méme
calcul. Donc  u(P) est de degré d, de coefficient dominant d? a4 - qui est non nul
puisque d = 1.En particulier, u{P:l ?é 0 pour tout polyndme non constant. Réciproquement,
u(c) = O pour toute constante ¢ . Ainsi, Ker u = Rg[X].

b. D'aprés le théoréme durang, rgu = dim Ry[X ] —dim Keru = (n 4+1) -1, donc
rgu = n.

c. Lafonction g estdeclasse (2 comme composée. En dérivant, g/{f) = —sinf P’{cosﬁ'),
puis

g!(8) = —cosb P"(cos@) 1+ sin?@ P”(COSS).

Comme sin?f = —(cos?8 — 1), on obtient
—g/"(8) = (cos28 — )P (cosd) + cosd P'(cosd) . Autrement dit,
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u(P)(cosd) = —g/(d).

d. Lalinéarité de % découle de celle de I'intégrale. De plus, (1) = 1,donc % n'est pas nulle.
Son noyau est alors un hyperplan de IRﬂ[X] , de dimension 71,

Soit @ = wu(P) € Imu.Dapresc),

T

o(@) =~} [ g7(@) 46 = ~}g'(x) - g'(0)) = 0
0
car g/(8) = —sind P’(cosf) s'annuleenOeten .Donc Imwu C Ker ¢ . Ces deux sous-

espaces ont la méme dimension 7, d'aprés b). Par conséquent, Im u = Ker ¢,

il

Vérification: u{X?2) = 4X2 -2 et o(X2) = %f cos?f df =
0

, donc

[l [l

Pu(X2) =4x:-2=0.

Erreur fréquente : affirmer Im u C Ker @ puis conclure a I'égalité sans comparer les dimensions.

Baréme : a) 1,5 point : 1 point pour le degré et le coefficient dominant, 0,5 point pour le noyau ; b) 0,5
point ; ¢) 1 point : 0,5 point pour chaque dérivée ; d) 1 point : 0,25 point pour la forme linéaire non nulle,
0,5 point pour I'inclusion, 0,25 point pour I'argument de dimension.

Exercice 4 : Partie C, une base adaptée (5 points)

a. D'aprésBa),si & € Rp_1[X ] estdedegré d < k —1,alors u(Q@) est de degré au plus 4
.Donc v(@) = u(@) — k% Q@ € Rg_1[X] :lesous-espace Rg_1[X] eststable par w.

Montrons que I'endomorphisme induit est injectif. Soit &7 ?‘3 0,dedegré d < k —1 etde
coefficient dominant 94 . D'aprés A b), le coefficient de  x°d dans (@) vaut (d? — &?) 94 -
llestnonnul,car 0 < d <k .Donc v(@) ?é 0. Un endomorphisme injectif d'un espace de
dimension finie est bijectif : ¥ induit un automorphisme de Rp_1[X] .



Un polyndme unitaire de degré % s'écrit de facon unique P = Xk ~+ & avec

@ € Rx_1[X].Onaalors u(P) = k2 P sietseulementsi u(X*)4 (@) = 0.o0r,
daprés Ab), u(XF) = —k(k-1)X* =2 ¢ Rg_1[X] . La condition équivaut donc

v(@) = k(k—1)X*—2.Comme W induit une bijection de Rg_1[X ], cette équation a une
unique solution €7 . Il existe donc un unique polyndme unitaire P de degré L tel que

w(Pp) = k2 P .

. Pour J = 1,l'équations'écrit v(@) = 0,donc @ = Oet P; = X ;eneffet,
uX)=X.

Pour j = 2, cherchons szxz+ﬂx+c_0na M(Pg:l:'ixg—ﬁ—l—ax,et
u(Po) = 4Pq équivautd ¢ = 4a et —2 = 4¢c.Dol a =0, ¢ = —=,et
Pg:j’fg—%.

Pour k = 3,cherchons P3 = X3 4+bX24+aX +¢.0na
u(P3) = 9X3 —6X +b(AX2 -9 +aX . Légalite u(P3) = 9P3 donne

b — 9, a—6=29g et —9 — 9e,dod b=0, a:—% et ¢ = 0.Ainsi,

3
P3=X3-3X.

. Lafamille {Pq,..., Py,) estéchelonnée endegré ( deg P = k). Elle est donc libre, et elle
compte 7 + 1 = dim Rp[X] vecteurs : c'est une base. Comme wu(Py) = k2 Py pour
tout k (ycompris k = 0,puisque u(l) =0), D = diag(0,1,4,...n?).

Pour m = 3, les colonnesde & sontles coordonnées de Fp, F1, Py, P3 dans B . Les

3

relations X2 = Pq + %PU et X3 =P+ %Pl donnent l'inverse :

o= O
W (D

OO O =
O O
OO

et
(1

Q' =|0
0
\ O
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D'aprés la formule de changement de base, D = @1 A Q ,soit A = Q@D Q1.
Vérification sur la derniére colonne :

3 27 3
Ax(©0,-30,1)" =(©0,-909" =9x@©,-p0,1)'.

d. AppliquonsBc)a P = Ty :ici g{@) = cos(kd), donc
u(Ty)(cosd) = —g/(B) = k3cos(kB) = k2 Tx(cosd). Les polyndmes u(Tg) et
k< Ty coincident donc sur [—1, 1], ensemble infini : ils sont égaux, et w(Ty) = k2 Tg.
Le polynébme ol—k T'p estunitaire de degré k et vérifie la méme relation. Par l'unicité de a),
P = 2% .Parexemple, Ty = 2X2%—-1et T3 =4X3—3X redonnent Py et

P3 . Enparticulier, |Pg(z)| < 21=% sur [-1,1] , comme le montre la figure.

1-

— P1=X
— P, =X?=-1)2
P;=X>—3X/4

0,5 -

0,25 1

-0,25 A

-0,5 1

-1 -0,5 0 0,5 1

Bareme : a) 2 points : 0,5 point pour la stabilité, 0,75 point pour ['injectivité et la bijectivité, 0,75 point pour
I'existence et l'unicité de P ; b) 1 point : 0,5 point pour 75, 0,5 point pour P13 ;¢) 1 point: 0,25
point pour la base, 0,25 point pour I}, 0,5 point pour &}, Q_l et la relation ; d) 1 point : 0,5 point
pour u(TL) = k2 Ty, 0,5 point pour P .



Exercice 5 : Partie D, applications (4 points)

a. Le changement de variable 8 — a7 — @ transforme cog38 en —coe?d , donc
@{XB} = (. D'apres B d), X3 € Ker ¢ = I w :I'équation admet des solutions.

3
DaprésCc), X3 = Py + %Pl. Ecrivons P = Z ¢y P ;alors
k=10
u(P) = ¢ P1 + 4cq Py + 9cq P3. Par unicité des coordonnées dans la base  (Px) , on
a u(P)= X3 sietseulementsi 9cg =1, 4cqg =0 et

guelconque. Les solutions sont donc

_ 3 c
c; = gz .avec o

1 3 3 1 2
P=X{x?-dx)+ix+c=}x3 43X +ec

L'ensemble des solutions est {%XB + %X +c | cE [R}. Vérification :
u(%)ﬁ) — X3 _ %X et u(%X) = %X,dont la somme vaut X 3.

b. Linclusion Vect(Pgr) C Ker{u — k2 1d) est claire. Inversement, soit P ?/: 0 tel que
u(P) = k2 P dedegré d et de coefficient dominant %4.Si d > 1, B a)donne
dgad = F@:Ead,donc d==%k.Si d=20,alors u(P)=0= k2P ,donc k = 0 et
P € Vect(Pg). Dans le premier cas, % est unitaire de degré ket vérifie la relation, donc
vaut Py par l'unicité de C a). Ainsi, Ker(u — k2id) = Vect(Pyg).

Soit 1w qui commuteavec u.Alors u{w(Py)) = wu(Py) = k% w(Py), donc

w{Pr) € Vect(Pg) :lamatricede w danslabase (Py,... Py) estdiagonale.
Réciproguement, deux matrices diagonales commutent, donc un tel @ commute avec %, dontla
matrice [} est diagonale. Les endomorphismes qui commutent avec i sont exactement
ceux dont la matrice dans {Pg, R Pn:l est diagonale. Ils forment un espace isomorphe a
celui des matrices diagonales, de dimension 7 + 1.

c. Danslabase (Pp),lamatricede u +id est D + Ip41 = diag(L,2,5,...,n2+1).
T
Donc det{u +1id) = H (;@2 +1) . Pour m = 3,onobtient 1x 2x 5 x 10, soit 100.
k=0

Ce déterminant est non nul, donc 1 -+ 1d est inversible.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour I'existence via %, 0,75 point pour la résolution dans la base
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I:P k:' , 0,25 point pour I'ensemble des solutions ; b) 1,5 point : 0,5 point pour le noyau, 0,5 point pour la
stabilité des droites, 0,5 point pour la réciproque et la dimension ; ¢) 1 point : 0,5 point pour la formule,
0,25 point pour 100, 0,25 point pour l'inversibilité.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controle : probleme d'algebre linéaire type

concours

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Applications linéaires » en maths sup et «

Matrices et applications linéaires » en maths sup et « Groupe symétrique et déterminants » en maths sup
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés applications linéaires, matrices et applications linéaires,
groupe symétrigue et déterminants.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths sup sur ce theme

e Contrble de maths sup : applications linéaires et théoreme du rang

e Contrble de maths sup : hyperplans, matrices et changements de base

e Contrble de maths sup : permutations et déterminants
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