Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : probabilités
finies, espérance et variance

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 3 points
Exercice 2 : Un test de dépistage 3 points
Exercice 3 : Couple de variables et indépendance 4 points
Exercice 4 : Estimer une proportion 4 points
Exercice 5 : Points fixes d'une permutation aléatoire 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (3 points)

a. Formule des probabilités totales. Si I:Al, - Aﬂ} est un systéme complet d'événements,

n
alors pour tout événement B, P(B) = Z P(Ag) PA;:'(B:' :
k=1

Démonstration : les A% sont deux a deux incompatibles et leur réunion est {2 . Donc B estla
réunion des événements deux a deux incompatibles B2 M A . Par additivité,

n
P(B) = > P(BN Ag). comme P(Aj)> 0, ladéfinition de la probabilité
k=1
conditionnelle donne  P(B M Ag) = P(Ay) P4, (B}, doula formule.
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Formule de Bayes. Si de plus P(B) > 0, alors pour tout

P(Ag) P4, (B)
B4k ™ P(4,) P a,(B)
1 =1

. Il suffit alors d'écrire le numérateur P(Ag) P 4,(B) et

Eneffet, Pp(dy) = %

de remplacer le dénominateur par la formule des probabilités totales.

b. Inégalité de Markov. Si X est une variable aléatoire réelle positive et o > 0, alors

PX > a) < 2K,

Démonstration : notons l{X > a} lindicatrice de I'événement {X > a}.Comme X = 0,
on a en tout point X 2 alfx > gl . Parcroissance et linéarité de I'espérance,

E(X)>a E':l{X > a}:' = EP(X > @), ce qui donne I'inégalité.

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour toute variable aléatoire réelle X ettout £>0,
PX -B(X)|>¢ < @ En effet, les événements  {|X — E(X)| > e} et
[{X ,E{X})E > [Rvarepsilolon?]g} sont égaux. On applique donc Markov & la variable
positive (X — E(X))?, dont l'espérance est V(X)) ,avec g = ¢2.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour chaque énoncé, 0,5 point pour les démonstrations ; b) 1,5 point : 0,5
point pour I'énoncé de Markov, 0,5 point pour sa preuve par l'indicatrice, 0,5 point pour Bienaymé-
Tchebychev.

Exercice 2 : Un test de dépistage (3 points)

L'énoncé donne P(M) = 0,02, Pps(T) = 0,95 et P3z(T) = 0,90, donc
P37(T) = 0,10 . L'arbre ci-dessous résume la situation, avec la probabilité de chaque chemin,



09 T - 0,019

M
0,02
0,0 T - 0,001
01 T - 0,098
0,98 —
M
0,9 T‘ - 0,882

a. Le couple {M, ﬁ} est un systeme complet d'événements de probabilités non nulles. D'apres la
formule des probabilités totales :

P(T) = P(M) P (T) + P(F) Pgz(T) = 0,02 x 0,95 + 0,98 x 0,10 = 0,019 + 0,098.

Ainsi, P{T') = 0,117.

b. D'apres la formule de Bayes,

P(M) Pp(T) 0,019 19
Pr(M)=—"FmFy ~ =017 = 117
Or 117 x 0,16 = 18,72 et 117 x 0,17 = 18,89, donc Pg(M ) = % ~ 0,16 . Autrement

dit, une personne positive a seulement environ une chance sur six d'étre malade. En effet, la
maladie est rare : les faux positifs, issus des 98 %, de personnes saines, sont bien plus nombreux
que les vrais positifs.

c. Parindépendance conditionnelle, P (T N Tq) = 0,952 = 0,9025 et
P(T1NTy) = 0,102 = 0,01. Par la formule de Bayes :

. 0,02 x 0,9025 _0,01805 1805 _ 361,
PrynTy(M) = 0,02 x 0,0025 + 0,98 x 0,01 = 0,02785 — 2785 = 557

Comme 557 x 0,65 = 362,05, on obtient P, n7,(M) = % ~2 (0,65 . Le second test

positif fait donc passer la probabilité d'étre malade d'environ 16 % a environ 65 % .
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Erreur fréquente : confondre P (M) avec Pps(T) = 0,95, c'est-a-dire la probabilité
recherchée avec la sensibilité du test.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la formule des probabilités totales citée, 0,5 point pour 0,117 ; b) 1
point : 0,5 point pour Bayes, 0,25 point pour la valeur approchée, 0,25 point pour le commentaire ; c) 1
point : 0,5 point pour I'indépendance conditionnelle, 0,5 point pour 361/557 et sa valeur approchée.

Exercice 3 : Couple de variables et indépendance (4 points)

a. Parindépendance des dés, chacun des 16 couples {Dl, Dg} a pour probabilité 11—5 . Soit

3,7 €[[1,4]].Si +> 7, Iévénement {X = 1, ¥ = 7} estimpossible, car le minimum
ne dépasse pas le maximum. Si ¢ = 7 , il correspond au seul couple (z,2).Enfin,si @ < 7, il
correspond aux deux couples (%, 7) et (7, %) .0n obtient le tableau suivant, ol la case de la
ligne % etdelacolonne 7 contient P(X =, ¥ = j) :

X\Y 1 2 3 4 loide X

1 1 2 2 2 7
16 16 16 16 16

2 0 I i i i

3 0 0 L 2 2

4 0 0 0 L L

oide ¥ L 2 > L 1

La somme des seize cases vaut bien W =1.
b. Les lois marginales s'obtiennent en sommant les lignes et les colonnes : P{X = 3’) — 9 iﬁgé

et P(Y = 4) = % pour 3,7 € [[1,4] . Par conséquent,

I x7T4+2x54+3x3+4x1 30 15
E(X) = 16 =16 = 8




Ix1+2x3+3x5+4x7 50 25
E(Y) = 16 =16 = 8
Donc E(X)+ E(Y) = 55 = 5. Cest cohérent: X 4+Y = D14 Iy, donc par
iinéarité  B(X) + B(Y) = E(Dl} +B(Dy) = 2x3=5.
c.Ona P(X =4Y =1)=0alorsque P(X =4 P(¥Y =1) = 256?& 0.Les
variables X et ¥ ne sont pas indépendantes.
d. Deux des quatre faces sont paires, donc P(A} = P{B} . La somme est paire lorsque les
deux dés ont la méme parité, donc P({_’,‘ -|- 7= l Enswte A M B signifie « deux

résultats pairs », de probabilité % par indépendance des des. Deméme, ANC = AN B (si
1)1 est pair et la somme paire, alors I}q estpairfet B¢ = A M B.Ainsi
PANB)=PANC)=PBNC) = % = % % % : les événements sont deux a deux
indépendants. Enrevanche, A M BN C = A M B, donc
P(ANBNC) =%+t = P(4) P(B) P(C) : s ne sont pas mutuellement
indépendants.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour la justification des trois cas, 1 point pour le tableau ; b) 1 point : 0,5
point pour les lois marginales, 0,5 point pour les espérances ; ¢) 0,5 point pour un contre-exemple ; d) 1
point : 0,5 point pour I'indépendance deux a deux, 0,5 point pour le défaut d'indépendance mutuelle.

Exercice 4 : Estimer une proportion (4 points)

a. Notons B} lindicatrice de « pile au j -iéme lancer ». Les B} sont des variables de Bernoulli
de paramétre P, mutuellement indépendantes, et S, = By +...+ B, .Donc S, suit
la loi binomiale B(n, p).llvient F(S5,) = np et V(5,) = np(l—p) . Par linéarité et

- _ .0 . — p(l—p)
dapres V(eX) = a?V(X) : E(Fp) =pet y(p,) =572

2
b. Pour tout réel F, % — p(1_p) = pE —p _|_% = (p — %) > () . L'inégalité de Bienayme-

Tchebychev appliquée & 'y, , d'espérance I, donne alors

VI(F p(l—p
P(|F, —pl>¢) < (Ezn)= ;Ez)i

Ane?
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c. Avec &€= 0,05,0na 4ne? = 4n x 0,0025 = 0,01 n . Il suffitdonc que o7 < 0,05,

1[]

C'est-a-dire 120 < 0,05, soit 7 = 2000, Ainsi, 1 = 2000 lancers suffisent, quelle que

soit la valeur de b,
d. La fréquence observée vaut % = 0,55 . D'aprés c), I'événement |F'yy — p| < 0,05 aune
probabilité au moins égale & 1,95 . On peut donc affirmer, avec un risque d'erreur au plus de
5% ,que p € ]0,50; 0,60 . Cetintervalle ne contient pas %  la piéce parait déséquilibrée
en faveur de pile.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour la loi binomiale justifiée, 1 point pour E{F,) et V{Fy) ;b)1
point : 0,5 point pour la majoration de p{l— p:l , 0,5 point pour Bienaymé-Tchebychev ; ¢) 1 point : 0,5
point pour I'inéquation, 0,5 point pour 2 000 ; d) 0,5 point pour l'intervalle et la conclusion.

Exercice 5 : Points fixes d'une permutation aléatoire (6 points)

a. Une permutation qui fixe 7 est déterminée par sa restrictiona [[1, n]] \ {z}, qui est une
permutation de cet ensemble a 1 — 1 éléments. Réciproquement, toute permutation de cet
ensemble se prolonge de facon unique en posant ¢(2) = %.llyadonc (n—1)! permutations

qui fixent 2 . Comme la loi est uniforme sur Sy ,quia n! éléments,

PEl) =1 = - L.

b.Oona N = X7 +...4+ X, . Parlinéarité de I'espérance,
T

. . 1
E(N) = Z Plo() =1)=n x5, dou E(N)=1,indépendammentde n.
=1

c. De méme, les permutations qui fixent z et 4§ sont en bijection avec les permutations de
[[1,n]] \ {z, 7} . Elles sont donc au nombre de  (n—2)!, et

P(o(i) =i et o(j) = ) = 2 = Lo

Comme A; X4 estlindicatrice de cet événement,

n —(n-1
Cov(Xj, X 5) = B(X; X ) = B(X;) B(Xj) = sy — s = S = ooy

Ainsi, Cov(X,; X ;) = n3(n—T) - Cette covariance est non nulle, donc X, et Xy ne



sont pas indépendantes.

—

. Chaque X, suit la loi de Bernoulli de paramétre }—l,donc V{Xi' = %(1 — %) = nn_g -La

variance d'une somme s'écrit

V(N) = i:l V(X + QZ Cov(X;, X ).

1<i<3<n

llya (”"?) — n[ng_lj couples (¢, 1) avec % < 7 .Par conséquent,

-1 _
V(N)=nxmg3 +2x (”2)xn2(711_1)=nT1+%=1.

Onadonc V{IN) =1 pourtout n > 2.

. Comme IV est & valeurs entiéres, I'événement {IN' > 3} estinclusdans {|IV —1| > 2}.
D'aprés l'inégalité de Blenayme Tchebychev, P{N > 3:1 < P(|N E{N}| > 2:1 < V(N),
dou P(N > 3) < 4

. Pour nn = 4,ilya 4! = 24 permutations. Dénombrons-les selon leur nombre de points fixes :

N = 4 :seule l'identité, soit 1 permutation; IV = 3 :impossible, car si trois éléments sont
fixes, le quatrieme I'est aussi ;

N = 2 :onchoisit les deux points fixes, puis les deux autres sont échangés, soit (%) =5

permutations ;

IN = 1 :onchoisit le point fixe (4 choix), puis on permute les trois autres sans point fixe, ce qui
laisse les deux 3-cycles, soit 4 x 2 = & permutations ;

N = 0 :parcomplémentaire, 24 —1 —6 — & = 9 permutations.

La loide IV estdonc: P{N: ):% P(NZ :':g.;' P(N:Ej:%.
P(N=3)=0, P(N =4) = .
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E(N)=1

041 9/24

0,3
~ 6/24
Il
< 0,21
a

0,11

1/24
0 = T
2 3 4
valeur k de N
On en déduit F(N) = 8+2><Ei+4x 1 _ % — 1 et
E{Ngj — B+ 4 X;‘;_ 16 % 1 = % — 9. Par la formule de Konig-Huygens,

VIN)=2- 12 = 1 : on retrouve bien les résultats de b) et d).

Erreur fréquente : écrire V(IV) = Z V(X;) commesiles X; étaient indépendantes, ce qui

donne "”*T_l au lieu de 1.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la bijection, 0,5 point pour le résultat ; b) 0,5 point ; ¢) 1,5 point : 0,5
point pour la probabilité, 0,5 point pour la covariance, 0,5 point pour la non-indépendance ; d) 1,5 point :
0,5 point pour la formule de la variance d'une somme, 0,5 point pour le nombre de couples, 0,5 point pour
le calcul ; e) 0,5 point ; f) 1 point : 0,5 point pour la loi, 0,5 point pour la vérification.

Revenir a I'énoncé du controle
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variance

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Probabilités sur un univers fini » en maths
sup et « Espérance et variance » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés
probabilités sur un univers fini, espérance et variance.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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