Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : polynomes,
racines et fractions rationnelles

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 2,5 points
Exercice 2 : Restes de divisions et racine multiple 3,5 points
Exercice 3 : Relations entre coefficients et racines 2,5 points
Exercice 4 : Interpolation de Lagrange 2 points
Exercice 5 : Factorisation et éléments simples 4,5 points
Exercice 6 : Probléme : polyndmes de Tchebychev 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (2,5 points)

a. Formule de Taylor: si P € K[X'] estdedegré d et a € K, alors

i, pk,
k=0

Supposons P@ = .. .= P':m_lj{a} = (. Les termes d'indice & < m — 1 disparaissent,
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m Pl
donc P = (X —a) Z T()

k> m
Réciproquement, supposons P = (X — a}m @ .Pour 7 < m —1,laformule de Leibniz

. J : : . -
donne PL3) — Z (5’;) [{X _ G}m]&j Q(J‘_ﬁj . Chaque dérivée [(}( _ a}m]&) avec
1=1] _ .
3 < 7 < m estun multiple de (X —a)™ %, quis'annuleen a.Donc P':J‘)@; =0
pourtout 7 < m —1, ce qui prouve I'équivalence.

E—m , ,
':X - fl:' : @ estracine d'ordre au moins 11 .

b. D'apres le théoreme de d'Alembert-Gauss, P est scindé sur . Comme il est unitaire,
P = (X —a){(X —b)(X — ). En développant,
P=X3_ @+b+c X2 4 (@b + be + ca) X — abc. Par identification des coefficients :
a+b+c=—-p, abt+bc+ca =get ghc = —r.

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour la formule de Taylor, 0,5 par sens de I'équivalence ; b) 1 point: 0,5 pour la
factorisation justifiée, 0,5 pour les trois relations.

Exercice 2 : Restes de divisions et racine multiple (3,5 points)

a. Le diviseur est de degré 2, donc le reste estde laforme A = o X + 5 et
X" = (X -D(X -9 Q4o X+ Enévaluantenlpuisen2: o+ = 1et
2+ fF = 2™ Par différence, o — 2™ — 1, puis £ =2- 2™ . Le reste est
R=0"-1)x42-2".

b. Onécrit X" = (X_1}2Q+QX+J8.En évaluanten1: a + 5 = 1.En dérivant,
n X1 = 20X -0+ (X - 1}2 Q*’ + a, puis en évaluanten1l: @« = 7. Ainsi
fF=1-n.Leresteest A =nX +1-n.

c. P(1)=1-mn+4+mn—1=0,donc1 estracine.On dérive :

Pl =2n X271 _n(n41) X" + n(n—-1) X" 2,

P =2n(2n—1) X272 — n2(n4+1) X" 1 4 n(n-1)(n—2) X3,

D'abord P'F{l} =2n—-n?2—-n+n?—-n = 0.Ensuite



P”{l} = 4n2 —9n —n3 —n2 4+ n3 —3n2 4 3n = 0.Enfin, le dernier terme de  p///

étantnulsi n = 3 :

P (1) = 2n(2n—-1)(2n—-2) — n2(n+1)(n—1) + n(n—1)(n—2)(n—3).

En factorisant par n{n—1} :
P*’”{l} = n{n—l}[@n —4d_—n2 _n4n?_5n4 6] = 2n{n—1){n—+1), qui est non nul.

D'apres la caractérisation de I'exercice 1, 1 est racine de multiplicité exactement 3.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour la forme du reste et I'évaluation, 0,5 pour le résultat ; b) 1 point : 0,5 pour la
dérivation, 0,5 pour le résultat ; c) 1,5 point : 0,5 pour P(1) = P’(l} = 0, 0,5 pour P”{l} =Q,

0,5 pour P""'(1) 5 0 et la conclusion.

Exercice 3 : Relations entre coefficients et racines (2,5 points)

Avec les relations de l'exercice1( p = —2, g =3, r = =5): g = G +b4c= 2,

ngab—I—bc—I—ca:Set agzabc:l‘i,

a. a?4+b% 42 = .::r% — 209 =4 -6 ,donc g2 4 B2 1 +2 = _9. Siles trois racines
étaient réelles, cette somme de carrés serait positive. Par conséquent, au moins une racine de

F n'est pas réelle.
1 1 1 bec + ca + ab 9 L3
b. P{D}:—S%D.NOI’S a+5+52$:@,50¢ 5
c. Chaque racine x vérifie x£3 = 2x2 — 3x 4 5 . En sommant ces trois égalités :
a3+ 03 43 =202 402 +c2) 3@ +b+)+15 = —4—6+415.Donc
ad+b834c3=5.

Bareme : a) 1 point : 0,5 pour le calcul, 0,5 pour la conclusion sur les racines ; b) 0,5 point ; ¢) 1 point: 0,5
pour l'usage de  P(x) = 0, 0,5 pour le résultat.
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Exercice 4 : Interpolation de Lagrange (2 points)

XN—=x.
a. Avec T5p = —1, £; =0¢et 25 =2 onpose Li= H ij
5F
X(X —2) (X +1)(X —2) X(X +1)
Lo=—"3—" L1=~ 2 Ly =—F—

Chaque L estdedegré 2, vautlen <, et0 aux deux autres points : Lr.-j{i?j':' = 515;.1' .

b. L'unique polyndme de degré au plus 2 qui convientest F = 4Ly 4 Ly + Ly . Le coefficient de

X 2 vaut %— % —|-% = 1, celuide X vaut —% + % -|-% = —2 etlaconstante vaut 1.
Donc P=X2-2X+1=(X-1)%.Controle: P(-1) =4, P{0) =1 et
P2 =1.

c. © convientsietseulementsi & — F sannuleen —1, 0 et 2.Ces racines étant distinctes,
cela équivauta: X({X + 1)(X — 2) divise @ — P. Les solutions sont les

Q@=(X-14+X(X+1)(X -2 R,avec Re¢R[X].

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1 point : 0,5 pour la combinaison, 0,5 pour le résultat ; ¢) 0,5 point.

Exercice 5 : Factorisation et éléments simples (4,5 points)

a. Lesracinesde X & _ 1 sont les six racines sixiémes de I'unité E"ﬁk’frﬁ, 0 <k <5, toutes
5 .
simples. Dans C[X], X0-1= H (X — eﬁkfr"fg) . Les racines réelles sont 1 et —1.
k=10 _
On regroupe les racines conjuguées : EW,"B et E—wr,fB donnent
X2 ECOS%X +1=X2_X+1; o2tm/3 et ,—2wm/3 donnent X2 4 X +1.
Ces deux trindmes ont un discriminant égala —3 , donc ils sont irréductibles sur [X. Dans
RIX], X6 1= (X -D(X +D)(X2-X +)(X2+ X +1).

b. F' atrois polessimples 0, —1, —2 etune partie entiere nulle. Le coefficient associé a un

pole s'obtient en multipliant par le facteur correspondant puis en évaluant : 1>1<—2 = % en 0,



+

1 1
F=sx—x+r1tax+9

On regroupe : F(}g} = %(% — k%l—l) — %(Ll — L) Les deux sommes sont télescopiques :

E+1 k+32
Sv=31-) - -whe) =5 - 1 .
N — 2 N+1 212 +2) — 4 2(N+1)(N+2)
Contréle pour N =1 : %-% = %.Ainsi Sy = %_2(N+1%(N+2) et S tend
vers %

X311 = (X —|—1:||:j‘4f2 — X +1),avec X2 _ X 41 irréductible sur R.On cherche
G = Xi_l—I—ng_{j{:_l.Enévaluant {X—FI:IG en -1, g = %.Ensuite

1 = %{XZ — X + 1)+ (X + (X +1). Le coefficient de 2 donne b = —% , la
constante donne ¢ = % . Ainsi
G 1 xXx-2
(X +1)  3(X?2-X+1)

. 2 I
Onécrit ¢ —2 = %(235—1}—% et z2_r 41 = (I;_%) _|_%.Une primitive sur
]—1, 400 est donc

P(x) = % In(z +1) — % 1]:1(35'2 —z+ 1)+ ? arctan(%),

. . 1
: la derivee du dernier terme vaut Na?—z+ 1)

On vérifie que &/(z) = 3:31_'_1

. Lesracinesde x™ _1 sontles ®pg ,toutes simples. La partie entiére est nulle, et le coefficient
L) L)
k k

1
associé au pole simple “r vaut Pf(wk) avec P — X" _1.0r = .

nw}';_l ~ n UJE

)

—1
1 % k
> X—a -
E=0

Xt 1

Al

Donc

Erreur fréquente : oublier de vérifier que la partie entiere est nulle, c'est-a-dire que le degré du

numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur.
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Baréme : a) 1 point : 0,5 par corps ; b) 1,5 point : 0,5 pour la décomposition, 0,5 pour le télescopage, 0,5
pour la limite ; ¢) 1 point : 0,5 pour la décomposition, 0,5 pour la primitive ; d) 1 point : 0,5 pour la formule
1/P"(w), 0.5 pour la simplification.

Exercice 6 : Probleme : polynomes de Tchebychev (5 points)

a. To=2X -X-1, T3=2X02X?-1)-X et
Tq = 2X(AX3 -3X) - (2X2 -1).Donc Tg =2X2-1, Tyg=4X3-3X et
Tye=8X%-8X241.

b. On raisonne par récurrence double. La propriété sur le degré est vraiepour n = 1 et n = 2.
Supposons-la vraie auxrangs T et 1 +1,avec n = 1. Alors 2X Ty estde degré
n -+ 2 et de coefficient dominant 9 w 9™ = 9r+1l.0r T, estdedegré n <n -+ 2, donc
il ne modifie pas le terme dominant. T'x47 est de degré = -+ 2 et de coefficient dominant
g9n+1, Pour la parité, T’ estpairet I'1 impair. Sila relation est vraie aux rangs 7 et
1+ 1, alors

Toa(=X) = =2X (=1 71 (X) = (=1)" Tp(X) = (=1)" > Tpoa(X).

Ainsi T, (-X) = (—1:11rl T,(X) pourtout .

c. Récurrence double sur 7t. C'estvraipour n = 0 et 7 = 1.Supposons le résultat vrai aux

rangs 7 et n +1.Laformule cgps p+cosg = 2 .;ogp —2'_ g ngp 2_ 4 donne

cos((n+2)8) + cos(nd) = 2 cosd cos{{n+1)8) . Donc

Tpio(cosd) = 2cosf T'ypy1(cosf) — T, (cosf) = 2cosb cos((n+1)8) — cos(nb) = cos((n+2)8).

Donc T',(cosf) = cos(nd) pourtous n et 4.

d. Posons gy — % pour 0 <k <n—1.Aors cos(nfr) = cos(;—r + R:fr) =0,

donc Fp = cosfg estracinede Ty . Les 81 sont distincts et appartiennent a ]D, ’.'-T[ , 0U le
cosinus est strictement décroissant. Les € sontdonc 7 réels distincts de  |—1, 1] . Un
polyndbme de degré 7. aau plus 7 racines comptées avec multiplicité. Les *% sont donc

—1
toutes les racines de T’y , elles sont simples, et T, = 271 H (X —x).
k=0

e. Soit © € [-1,1] et 8 = arccosz € [0,7].Alors |T'p(x)| = |cos(nd)| < 1.L'¢galité a
lieu si et seulement si nf € #Z, c'est-a-dire g — ;‘%’T avec 0<k<n. [To(r =1

exactement aux 7 + 1 points . — cos}% , 0 < k < n.Lafigure illustre ces



extremums égauxa =+ 1.
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f. Avec 8 = %,c) donne Tn([]} — COS{m'ﬂ':l — {—1)m.La factorisation donne aussi

n— n—

T,([0) = 271 Hli—:t’:k,:l = gn—1 H £y ,car 7 est pair. Donc

(= ((Ek-l-l)’fr) ("™ 3
cos =

= 5Im—1- Controle pour . = 1: cos% cog

T.r_

4

1
5 -

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point : 0,5 pour le degré, 0,5 pour la parité ; c) 1 point : 0,5 pour la formule
trigonométrique, 0,5 pour la récurrence ; d) 1 point : 0,5 pour les racines, 0,5 pour la simplicité et la
factorisation ; e) 1 point : 0,5 pour la majoration, 0,5 pour les points d'égalité ; f) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : polynomes, racines et fractions
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Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Polyndmes » en maths sup et « Fractions

rationnelles » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés polynémes, fractions
rationnelles.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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