Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : limites,
continuité et valeurs intermédiaires

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Théoreme de la bijection continue 4 points
Exercice 2 : Caractérisation séquentielle de la limite 4 points
Exercice 3 : Prolongements par continuité 3 points
Exercice 4 : Valeurs intermédiaires et bornes atteintes 4 points
Exercice 5 : Probleme - I'équation fonctionnelle de Cauchy 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Théoreme de la bijection continue (4 points)

a. Théoréme de la bijection continue : si | est continue et strictement monotone sur un
intervalle I ,alors f(I) estunintervalle, f réalise une bijectionde I sur f(I),etsa
réciproque f_l est continue et striccement monotone sur f{I} , de méme sens que | .

b. f(I) estunintervalle. Soient ¥ < ¥y dans f(I)et € [yl, yg] Il existe
Ty, g € I tels que f{ﬂ?l} = Yy et fl::r«‘g} = Yq.Le segment d'extrémités L1 et L3
est inclus dans l'intervalle I, et f y estcontinue. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe ¢ entre ¥1 et Tgtelque flc) = y.Donc vy € f(I) :lapartie f(I) est
convexe, c'est un intervalle.

Bijection. Par définition de  f(I), f estsurjectivede I sur f(I).Deplus si « ?é z!, par

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

exemple x < z/,alors f(x) < f(x') par stricte croissance, donc  f(z) # f(=).La
fonction [ est injective, donc bijective de I sur f(I).

c. Soient y <y’ dans F(I).Supposons parl'absurde f1(y) > f1(y/).Comme f est

croissante, f(f_l{y)) > f( f_l{yf}) ,soit 1y = !, ce quiest absurde. Donc
F~Yy) < f71(y/) : 1a réciproque est strictement croissante.

d. Lafonction & est continue et strictement croissante sur [, comme somme de deux fonctions
continues strictement croissantes. De plus  g{z) — —co en —oo,car ef — 0, et
g{x) = +oo en 4oo.Donc g(R) = R,et § estune bijectionde R sur R.Enfin
gl0) =0+1=1,donc g~ 1(1)=0.

Baréme : a) 1 point (hypothéses et conclusions complétes) ; b) 1,5 point : 1 point pour l'intervalle par le
théoréme des valeurs intermédiaires, 0,5 point pour l'injectivité ; ¢) 1 point ; d) 0,5 point.

Exercice 2 : Caractérisation séquentielle de la limite (4 points)

1
a. Posons, pour n =1, Ty = ﬁ et Y, = Eg—-i- - . Ces deux suites de réels non nuls

tendentvers (.Or:

sin(%ﬂ) = sin(2n7) = 0 et sin( ) = sin(% + 2?’1%) = 1.

'CCE"_l

i

Si la fonction avait une limite L en 0, la caractérisation séquentielle imposerait L = [ et
L = 1.Donc z — sin(l/x) n'a pas de limite en (. La figure montre ces deux suites de
points.
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b. Soit @ € R .Pourtout m = 1, lintervalle ]g — %1 a —+ %[ contient un rationnel Txn etun
irrationnel Y., , pardensité de U etde R \\ () dans [R.Ainsi |3_¢n — r;&| q;;% et

ly, —al < % , donc les deux suites tendent vers & .

Or lQ(a:n} = 1let 1Q(yn} = 0 pourtout 7.Unelimite L en & vérifierait donc
L =1et L = 0.Lafonction 1 n'ade limite en aucun point.

c. Pour x ?é 0, :’]:_“Sin(%) < |x|. car le sinus est borné par 1. Comme lz| = 0, le
théoréme d'encadrement donne  |im a:sin(}—r = 0.
x— 0

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 point par suite, 0,5 point pour la conclusion par caractérisation séquentielle ; b)
1,5 point : 1 point pour la construction des suites par densité, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 1 point.

Erreur fréquente : se contenter de dire que le sinus « oscille », ce qui n'est pas une preuve.
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Exercice 3 : Prolongements par continuité (3 points)

a. Pour x ?é 0 et & = —1, multiplions par la quantité conjuguée :

(1+2)—1
f(g;):m(l—l—.r—i—l):v’l—l—ilir—i—f

Par continuité de la racineen 1, f(z) — % quand x — 0 .On prolonge [ par

continuité en posant f([j) = %

b. Pourtoutréel ¢, t—1<|[t|<t.Avec ¢ — L et = >0,onmultipliepar  :

l—z<g(r) <1

Le théoreme d'encadrement donne gl:a::l — 1 quand & — 0t .On prolonge 9 par
continuité en posant g(0) = 1.

c. Soit m € Z.Sur [n,n +1[, h{z) = n 4 vZT =, fonction continue. Donc 4 est
continue en tout point non entier, et continue a droite en 7, avec h{n} =n.

Agauchede 7,sur [n—1n[,ona Alr) = n—1+4/z —n + 1. Cette expression tend
vers n—14+v1 =n = h(n) quand = — n~ .Ainsi A est continue & gauche et a droite
en 7n.Donc } estcontinue sur [F.



Bareme : a) 1 point : 0,5 point pour la quantité conjuguée, 0,5 point pour la limite et le prolongement ; b) 1
point : 0,5 point pour I'encadrement, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 1 point : 0,5 point pour les points non

entiers, 0,5 point pour la limite a gauche en un entier.

Exercice 4 : Valeurs intermédiaires et bornes atteintes (4

points)
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a. Posons (r) = f(x) — =, continuesur [0,1].Comme f estavaleursdans [0,1],0na
@) = f{0) = 0et (1) = f(1) =1 < 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe ¢ € [0,1] telque @(c) = 0.Donc f(c) = ¢ : f admet un point fixe.

b. Posons (z) = f(a: + %) — f(z), continue sur [D, %} .Alors  14(0) = f(%) — f(0) . De
plus, comme  f{1) = f(0)

(3) = 1) = #(3) = —w(0).

2=

Ainsi 'qb{[]:l et ’ﬁb(%) sont de signes opposés, au sens large. Le théoreme des valeurs

intermédiaires fournit ¢ € [D, %} tel que t(c) = 0. Donc f(c + %) = flo) .

c. Lafonction f est continue sur le segment [, &]. Par le théoréme des bornes atteintes, il existe
Ty € [G&, b] tel que f{:t?[j:l = min f .Leréel M = fl::ED} est strictement positif et
minore .

d. Comme f tendvers +oo0 en 4o, ilexiste A >0 telque f(z)> f(0) pour |z|> A.
Surle segment [—A, A], f est continue, donc elle atteint un minimum en un point .
Comme 0 € [—4,4],ona f(zy) < f(0).

Pour |z|> A, onaalors fl{z)> f(0) = f(zg). Pour || < A,0ona flz) = flzg).
Donc f(Ty) estle minimumde f sur R.

Baréme : a) 1 point; b) 1,5 point : 0,5 point pour la fonction auxiliaire, 0,5 point pour les signes opposés,
0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point ; d) 1 point : 0,5 point pour le choix de A, 0,5 point pour la
comparaison avec f(0).

Exercice 5 : Probleme - I'équation fonctionnelle de Cauchy (5

points)




1. Avec £ =y =0: f(0) = 2f(0),donc f(0) = 0.Avec ¥ = —T ;
0= f{0) = flz) + f{—=),donc f(—x) = —f(z) : [ estimpaire.

2. Fixons . Montrons par récurrence sur n € N que f{nz) = nf(z) . Clest vrai pour

n = 0.Sicestvraiaurang 1, alors flin + L)z) = flnz) + flz) = (n + 1) f(z) .

Pour n € N, limparité donne f(—nz) = —f(nz) = —nf(z) .Donc finz) = nf(z)
pourtout n < #.

3. Soit r:%avec p e L et qe[rd*.D'apréSZ:

18 =1a-5)=7p)=fp-1)=pa

Donc fli?“:l = ga = 4y .

4, Soit x € R .Pardensité de @, il existe une suite {?‘n} de rationnels qui converge vers I,

| 10" = |
par exemple Ty = TG

donne f(ry) — flz).or f(ry) = ar, — ax .Parunicité de la limite, f(z) = ax.

.Comme [ estcontinueen =, la caractérisation séquentielle

Réciproquement, toute fonction & — ax est continue et vérifie a(r + y) = axr + ay . Les
solutions sont exactement les fonctions linéaires r — ax,avec o £ [k .

5 S0t £ € R.Pour h — 0, flz +h) = flz)+ f(h), et f(h) = F({O) = 0 par
continuit¢ en 0.Donc f{z + A) — f(x).La fonction f est continue en tout point .

6. Soit 9 une telle fonction. Comme g est a valeurs strictement positives, posons @ = Iln o g,

continue sur R.Alors @z +vy) = ln(g(ﬁ}g{y}) = (z) + @(y) . D'aprés 4, il existe
a € R telque p(z) = ar,avec a = In g(l).Donc glzr) = %% .

Réciproquement, a(z +¥) _ .ar.a¥. Les solutions sont les fonctions x — %7, avec
aeR.

Baréme : 1) 0,5 point; 2) 1 point : 0,5 point pour la récurrence, 0,5 point pour les entiers négatifs ; 3) 1
point ; 4) 1 point : 0,5 point pour la suite de rationnels, 0,5 point pour la conclusion avec réciproque ; 5)
0,5 point ; 6) 1 point : 0,5 point pour le passage au logarithme, 0,5 point pour la conclusion.
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Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : limites, continuité et valeurs
intermédiaires

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Limites et continuité » en maths sup puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés limites et continuité.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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