Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : hyperplans,
matrices et changements de base

Baréeme du controle

Exercice Points

Exercice 1 : Question de cours sur la trace 3,5 points
Exercice 2 : Formes linéaires et hyperplans de R4 4 points

Exercice 3 : Equations linéaires et sous-espaces affines 3,5 points
Exercice 4 : Changement de base et puissances d'une matrice 4,5 points
Exercice 5 : Matrices de rang 1 et similitude 4,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours sur la trace (3,5 points)

a. Notons A = (@) et B = (bg;).Lamatrice AB estcarrée detaille 7 et
P

(AB:'& = Z @, Dkq . En échangeant les deux sommes finies :

- n. _P P n P
fr(AB) = Z Z ik Oki = kZ:l 2:1 Oki Gy = kzl (BA)kk
1—1 k=1 =1 1= =

Donc tr{dB) = tr(BA).

b.si M’ = Q— 1 pr ¢} avec &} inversible, alors par a) appliqué aux matrices Q— 1 pg et
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Q@ tr(M") = tr({Q_l M) Q) = tr(Q (o1 M}) = tr(M ) . Deux matrices
semblables ont la méme trace.

c. Par linéarité de la trace et para), tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.0r
tr(I,) = n# Ocar Kest Rou C.Légalité AB— BA = I, estdonc
impossible.

d. Comme P°P =pP,ona B =Imp@EKerp et P estleprojecteursur Im p
parallélementd Ker p . Soit ™ = I'Z P . Dans une base adaptée a cette somme directe (base
de Im p puisbasede Ker p), P fixeles 7 premiers vecteurs et annule les autres : sa
matrice est diagonale avec 7 coefficients égaux a 1 puis des 0. La trace d'un endomorphisme ne
dépend pas de la base d'aprés b), donc trp = r =rgp.

Baréme : a) 1 point (0,5 pour le coefficient diagonal, 0,5 pour I'échange des sommes) ; b) 0,5 point ; ¢) 1
point ; d) 1 point (0,5 pour la base adaptée, 0,5 pour la conclusion avec l'invariance de la trace).

Exercice 2 : Formes linéaires et hyperplans de R4 (4 points)

a. ¥ estune forme linéaire non nulle ( @{1,0,0,0) = 1), donc son noyau 1 est un hyperplan
dim H1 = 3. Lesvecteurs v; = (1, -1,0,0), wy = (1,0,-1,0),
vg = (1,0,0, —1) sontdans H.Ils forment une famille libre : si

a vy + b vy +cvg =0 les trois derniéres coordonnées donnent —g = —b = —¢ = 0.
l:’ul, U, ’UB) est une base de i1, car c'est une famille libre de 3 vecteurs dans un espace de
dimension 3.

b. Le vecteur €1 = (1,0,0,0) vérifie wley) = 1?‘3 0, donc e 5?_5 Hy et
HyN Vect(e;) = {0}.comme 3+1 =4 =dimE, F = Hi @ Vect(e).

c. (z,y,21t)€ Féquivautda £ +y+z+t=0e = —vy+2z = 0.Laseconde
équation donne = = y — 2z, puis la premiere T = —xr —y —z = —2y + . Donc

(z,y,2,t)=v(1,1,0,-2)+ 2 (—2,0,1, 1).

On vérifie que Wy = (1,1,0, =2} et We = (—2,0,1,1) satisfont les deux équations. Iis ne
sont pas colinéaires (deuxieme et troisieme coordonnées). {’wl, ’wg} est une base de F' et
dim F = 2.



d. Notons H = Ker o = Ker £, hyperplan car o ?é 0 . Choisissons @ % H :alors

af@) £ 0 et B = H @ Vect(a) . Posons } = %.La forme linéaire 8 — A o est

nullesur F (car o et [ ysontnulles)eten & parchoixde 2. Elle est donc nulle sur
H @ Vect(a) = F . Ainsi 8 = A a. Deux équations d'un méme hyperplan sont
proportionnelles.

Bareme : a) 1 point (0,5 pour la dimension, 0,5 pour la base) ; b) 0,5 point; ¢) 1,5 point (0,5 pour la
résolution, 0,5 pour la famille génératrice, 0,5 pour la liberté et la dimension) ; d) 1 point (0,5 pour le choix
de a et J, 0,5 pourlaconclusion).

Exercice 3 : Equations linéaires et sous-espaces affines (3,5

points)

a. Lesformes (z,v,z) =+ r+y—+zet (z,y,2z) = £ —vy~+ 22 nesontpas
proportionnelles : leurs noyaux sont deux plans vectoriels distincts, dont l'intersection est une
droite. Cherchons les solutions : en additionnant les deux équations, 2x + 3z = 3. Le point

A= {D, 1, 1:1 convient: OD+1+4+1=2et 0—1+2 = 1.L'intersection est donc non
vide, et c'est 4 f}} , ou f;.} est I'ensemble des solutions du systeme homogéne

r4+y+z=0 z-y+2z =0 Levecteur ¥ = (3, -1, —2) vérifie

3—1—-2=0e 34+1—4 =0, etilestnonnul.

PiNPy,=1(0,11)+ Vect({B, -1, —2}) , droite affine.

b. wu estlinaireet deg(P — P’} <3 ,donc u € L(R3[X]).Si u(P) = 0 avec
P ?é 0,alors p — p’, cequiestimpossible car deg P < deg P .Donc u estinjectif,
En dimension finie, un endomorphisme injectif est bijectif : % est un automorphisme.

L'équation  u(P) = X3 adonc une unique solution. Avec P = X3 +3X2 46X 46,
ona Pl =3X24+6X +6 et p_ p’ — x3. Lunique solution est
P=X343X246X+56.

c. Soit y: P — P lindairede R3[A ] danslui-méme. & estl'ensemble des solutions de
v(P) = 6X . Le polyndme X3 est une solution particuliére. Donc & = X3 + Ker v, et
Ker v = R1[X] (les polyndmes de dérivée seconde nulle). & = X3 + R[X ] estun

plan affine de direction R[], de dimension 2.
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Baréeme : a) 1,5 point (0,5 pour le point, 0,5 pour la direction, 0,5 pour la justification de la structure) ; b) 1

point (0,5 pour la bijectivité, 0,5 pour la solution) ; ¢) 1 point.

Exercice 4 : Changement de base et puissances d'une matrice

(4,5 points)

a. Si ﬂﬁl—i-bﬁg—i-CEB:D,alors a+b=0, a—-b+c=0e a—c=0.0nen

tire b = —gq, ¢ =a,puis 3a =0: g =06=c¢c = 0.Lafamille est libre, de cardinal
3 — dim [R3 : c'est une base. Ses vecteurs en colonnes donnent

b. fle)) =Q+1+L14+24+L1+14+2) = 44,4 =4¢ ;
fleg) =2-4,1-21-0) = (1,-1,0) = &, ;
fleg) =(1-4,2-4,1-2)= (0,1, -1) = &5

4 0 0
D:(D 1 D).
0

Y1
c. Résolvons P(%)Z(ﬁaa}r?]yg): at+b=y, a-b+c=y,, G-C=Yg

c
Y3
.Ona b= Yy~ et €= &~ Y3, puis 36&—y1—y3 = Y5 .D'ou
_y1+y2+y3 _Eyl_'yg_'yg _y1+'yg_2y3
@ = 3 T R= 3 re= 3 '
4 1/l 11
el T o
On vérifie que P 1= I3 (par exemple, la premiere ligne de P contre la premiere
colonne donne % = 1)

d. La formule de changement de base pour un endomorphisme donne 3 — pP—1 4 P, soit
A = P D P-1l.Parrécurrence, Ak = p Dk p—1 avec D*¥ = I3+ (45K - 1) BEqy
,ou Fiq{1 apour seul coefficient non nul un 1 en position {1, 1} . Donc
Ak = T3+ (45 —1) P By; P~1.0r P Ey; P~1 estle produit de la premiére colonne

de P parlapremiérelignede p—1:



]
PEnP =1 50101 1)=3J

Donc Ak — I3+ % J pourtout & > 0 (pour k = (0 onretrouve I3, pour
k = 1 onretrouve A = fq4J),

e. trdAd=24+24+2=6¢et trD2=4+1+1= 86, conformément a I'exercice 1 b). De
plus A — f3 = J  dontles trois colonnes sont égales et non nulles : rg{A — Ig] =1.

f. Dans B',lamatricede 9 est F'{1.Dans B, cest P E1 p—1 = %J d'aprés d). Sa
trace vaut % x 3 = 1,égaleaurangde ¢ (quiest dim Vect(e;) = 1), comme prévu par

['exercice 1 d).

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point (0,5 pour les images, 0,5 pour I3);c) 1 point; d) 1 point (0,5 pour
A = PppP-1,0,5pourlaformulede A% );e) 0,5 point; f) 0,5 point.

Exercice 5 : Matrices de rang 1 et similitude (4,5 points)

a. Comme rg A =1, A estéquivalentea Ji :ilexiste @, B € GL,(K) telles que
A = @Q Jy E. Notons £1 lapremiére colonnede I, : Ji = Fy Eir . Alors
A= (Q Elj{E]— R).Onpose X = @ Ey (premiére colonne de &) et
YT = Eir R (premiére ligne de R ). Ces matrices sont non nulles car &} et R sont

inversibles. Ainsi 4 — X ¥ | avec X, Y non nulles.

b. D'aprés l'exercice 1a)avec X € Mp1 et ¥ T ¢ Mi g tr(X Y1) =t(YT X).
La matrice ¥ I X estdetaille 1x 1,égaleasatrace,donc ¥ 1T X — +r A .Par
associativité, A2 = X (YT X)Y T = (kr A) XV T ,soit A2 = (tr A) 4.

c. Posons t = tr;il?é Oet A = %A.Alors M2 = tl—gAE —t4

I'endomorphisme I canoniquement associé a Ad vérifie P @ P = I, c'est un projecteur,

derang g M = 1.Dans une base adaptéed K" = Im p @ Ker p (un vecteur de

Im p,puis mn —1 vecteursde Ker p), lamatricede P est J1.Si €& estla matrice de
passage correspondante, M = @ J1 Q@ 1,donc A =@ (#J1)Q@1: A est

semblable a (tr A) J.
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d. Si tr A = 0,alors 42 — g parb). Soit g I'endomorphisme canoniquement associé. Comme
rgg = 1,ilexiste vtelque w = g{u)£0,et Img = Vect(w).De gog =0, on
tire Im g C Ker g,donc w € Ker g. Le noyau est de dimension 5 — 1 (théoréme du
rang) : on compléte (w) enunebase (w, k3,... ky) de Ker g.Comme v ¢ Ker g et
que Ker g estunhyperplan, C = (w, v, k3,..., ky) estunebasede K™ .Ona
glw) =0, glv) = w et glk;) = 0 :lamatricede ¢ dans € a pour seul coefficient
non nulun 1 enligne 1, colonne 2. 4 est semblablea F'{3.

Conclusion : deux matrices semblables ont la méme trace (exercice 1 b). Réciproquement, si 4 et

B sontderang 1 et de méme trace £, elles sont toutes deux semblablesa t Jq (si £ ?é 0)
oua Fg (si # = 0). Lasimilitude étant une relation d'équivalence, 4 et B sont
semblables si et seulementsi tr 4 = tr B.

Erreur fréquente : oublierlecas tr A = (0,ou A n'est pas un multiple de projecteur mais une
matrice nilpotente.

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point (0,5 pour ¥ T X — tr A, 0,5pour A2);c) 1,5 point (0,5 pour le
projecteur, 1 pour la base adaptée et la similitude) ; d) 1 point (0,5 pour la base (., 0,5 pour la
conclusion).

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : hyperplans, matrices et
changements de base

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Hyperplans et sous-espaces affines » en
maths sup et « Matrices et applications linéaires » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices
corrigés hyperplans et sous-espaces affines, matrices et applications linéaires.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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Autres contréles de maths sup sur ce theme

e Controle de maths sup : probléme d'algebre linéaire type concours
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