Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : fonctions
usuelles, réciproques et primitives

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 3 points
Exercice 2 : Fonctions circulaires réciproques 5 points
Exercice 3 : Inégalités usuelles 3 points
Exercice 4 : Calculs de primitives et d'intégrales 5 points
Exercice 5 : Une intégrale fonction de ses bornes 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (3 points)

a. La fonction tan est continue et strictement croissante sur ]—%! E—T[ , avec des limites —o0 et

oo aux bornes. Elle réalise donc une bijection de ]—E—T! %[ sur [£,dont Arctan estla

réciproque.

Elle est dérivable, de dérivée 1 + tan<, qui ne s'annule jamais. Par le théoréme de dérivation
d'une réciproque, Arctan est dérivable sur [ et, pour tout réel =,

/ _ 1 _ 1 .
Arctan (z) = 1+ tan?(Arctanz) = 1+ z2
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On a bien Arctan’(r) = 523"
b.Ona chz 4+shs =efet chx —shx = e .Enmultipliant,
ch?z —sh?z = efe % =1.
La fonction th = % est dérivable car ch > 0.Comme gh'! = ch et ¢h/ = gh.la
dérivée d'un quotient donne

f_chz—shz_ . 2 _ 1 .
th! = h=sh= =) _gp2 = L,

Les deux formules sont établies.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la bijection, 0,5 pour la non-annulation de la dérivée, 0,5 pour le calcul ; b)
1,5 point : 0,5 pour h2 _ sh% — 1, 1 pour la dérivée de th sous ses deux formes.

Exercice 2 : Fonctions circulaires réciproques (5 points)

a. Posons g(x) = Arctan z + Ar-:ta,nl sur |0, +oo[ . Lafonction g est dérivable comme
somme et composée, et

/ 1 1 _ 1 1 _
g'(e) = 1—|—1:2+( )1+l2 T 1+z? 22417 0.

Comme |0,4oo[ estunintervalle, g vy estconstante, égaled g(l) = 2Arctanl = ;—T .
Donc Arctan x + Arcta,n% = % pour x >0.
La fonction @ estimpaire, car Arctan l'est. Pour £ < (0, la somme vaut donc —g .

i. Pour z € [=L1], laracine est définie. De plus, I'inégalité 2|u/|v| < u? + v2 avec

u = Tet y = 1—x2 donne |gj;~#1_1;2| < x241-—2x2=1.Donc f est
définie sur [-1]].



ii. Posons

= Si

fz) =

= Si

r = ginf et cosd > 0, donc

f = Arcsinx € [—;—T! %|.Alors
V1 — 22 = cosd . Ainsi 2zv1-x?2 = sin(28) et f(x) = Arcsin(sin 20) . or

Arcsin(sin y) = v seulementsi y € [—%! E—T] . On distingue donc trois cas.

A
2Arcsin .

:T.?E%’

V2 @] alors 8 € [—%! g] et 28 € [—E—T! %] . Donc

1], alors 8 € E! E—T] donc m —28 € [D, E—T] Comme

sin(m — 28) = sin 28, f(z) = 7 — 2Arcsinx.

=S

V2

i xc [_1] _E} ,alors & € [—

sin{—m — 28) = sin 20, f(z)

B2

%1 —g] ,donc —m — 20 € [_E, ] . Comme
= —7 — 2Arcsin T .

3

Les trois expressions coincident aux points :I:E‘r’3 , ou elles valent :I:% .

c. Posons A(x) = Arccos x 4 Arcsin z . La fonction

1
T

sur |-1,1]

T } :
. H /!
---- y=2Arcsinx 5 /,
el
o Pe
2 : :
0
_n ?
2 /’é
S~ :
// i i
4 H H
/ H }
[ H H
I i i
-4 ! : :
-1 _& 0 V2 1
2 2

1

h est continue sur [—1,1] et dérivable

= 0 . Elle est donc constante sur |—1,1], puis

,avec A'(z) = i

T

sur [—1,1] par continuité. Or A(0) = 7 + 0 . Ainsi Arccos z + Arcsinz = 7 sur

[-1,1].
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SIE
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Erreur fréquente : écrire Arcsin(sin 28) = 28 sans vérifier que 28 est dans [—

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour la dérivée nulle, 0,5 pour I'argument d'intervalle et la valeuren 1, 0,5
pourle cas x << 0 ;b)i) 0,5 point; ii) 2 points : 0,5 pour J1—12 — cogd, 0,5 par cas correctement
justifié ; ¢) 1 point : 0,5 pour la dérivée, 0,5 pour la constante avec I'argument de continuité.

Exercice 3 : Inégalités usuelles (3 points)

2 o
a. Posons g(z) = ch & — 1 — T, deux fois dérivable sur R.Ona g/(z) = sho — z et
g(zr) = chxz —1 > 0.Donc g’ estcroissante, et comme g/{0) = O, elle est négative
sur [_ et positive sur R . Ainsi g décroit puis croit, et atteint son minimumen 0, ou

g{0) =0.ponc chz >1+ %9' pour tout réel .

1 =z

b. Posons h(r) = = —In(l1+x) sur ]-1,4oo[ .Alors h'(x) =1 - s = T4a - dusigne
de xz.Donc h admetunminimumen 0,égala A{0) = 0.Ainsi In(l4+z) < z pour
r>-1.
Ensuite, sur [D, %] sin’/ = —sin < 0,donc sin est concave. Une fonction concave est au-

dessus de ses cordes. La corde joignant (0,0} a (%! 1) a pour équation ¢y = %‘T . Donc

. kil
sin x> E%F sur [D: 5]-

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour g’ et g'’, 0,5 pourle signede @', 0,5 pour la conclusion ; b) 1,5
point : 0,75 pour In{14x) < x, 0,75 pour la concavité et I'équation de la corde.

Exercice 4 : Calculs de primitives et d'intégrales (5 points)




2
a. La forme canonique donne x2 4+ ¢ 4+1 = (:]3 + %) _|_% — %(1 + UE) avec u =~ g

Comme gz = F une primitive est 1 — %Arctangglﬂonc
I = 2(Arctan/3 — Arctan= | = 1(3 — E) = i
V3 V3 V3l3 T 6 3V3
Ainsi I—i

b. Le discriminant est positif: 2 — 3z + 2 = (z—1)(x—2) . On cherche

(a;_l)l(a: 7 = Eig + aﬁl . En multipliant par # — 2 puis en prenant £ = 2, on trouve

a =1 ;deméme S = —1.Sur ]2,+m[, une primitive est

£ — In(z-2) - In(z-1) = InZ=}.

c.Ona eTcogr — Re( (14—553'5'?) , et une primitive de  o(14)x est

“3(1:':_)“? — 1_ 5‘7{-:05 z + 23in 3;:, Sa partie réelle vaut e?(cos ‘m;_ Ein ‘T). Donc
xT 1 m
7 = ef(cosz +sinz)| _ _om 1.
- 2 0 2 2
Ainsi J = _EWE—_FI.

2 L
d. Posons ufr) = Arctanz et w(E) = d%,de classe ¢l sur [0,1] . Par intégration par

parties,
! 1 1
- _ | z? 1 z?2 T _ 1 1
I_[QArctanw] _2[1+$2d$_8_2/(1 1+£)da:
0 0

L'intégrale restante vaut 1 — T_,_l—r ,donc K = %T _% + TB—T Ainsi K = % — % :

e. Lafonction £ — e¥ estdeclasse ¢l sur [0)1] .Avec t = e%,ona dt = e* dx, donc

dr = d—t , et les bornes deviennent ] et & :

L=/t(tdi1)=f(
1 1

(environ 0,38 ).

e

1
— L)t = [1n ¢ — ln(t+1)]1 —1—1n(l4e)+1n 2.

T —

Ainsi [, = 1—|—1I‘11+
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Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la forme canonique, 0,5 pour la primitive, 0,5 pour la valeur ; b) 1 point :
0,5 pour la décomposition, 0,5 pour la primitive ; ¢) 1 point : 0,5 pour la primitive complexe, 0,5 pour la
valeur; d) 1 point : 0,5 pour l'intégration par parties, 0,5 pour le résultat ; e) 0,5 point.

Exercice 5 : Une intégrale fonction de ses bornes (4 points)

a. La fonction ¢ est continue sur l'intervalle ]0,4+co| . Par le théoréme fondamental de I'analyse,
elle y admet une primitive (&, declasse ¢l.Pour x =0, le segment [:J:, 2:1:] est inclus dans
10,400, donc F(z) = G(2x) — G(z) est bien défini. Par composition, F' est dérivable sur
10,400 et
2% e—%

Pl(z) = 2G"(22) = G'(z) = 24— — S

Donc  F/(r) = FMT_E_"T

b. Pour £ >0,0ona —2x < —x,donc ¢—2T &< ¢—T par stricte croissance de I'exponentielle.
Ainsi F'(£) < 0.Lafonction F' est strictement décroissante sur ]0,+cof .

c. Pour t € [z, 2x], ladécroissancede ¢ — ¢—t donne e—3F < e—t < ¢~ En
multipliant par % = [, puis en intégrant entre & et 2x (bornes dans le bon ordre), on obtient
par croissance de I'intégrale

2x 2x

6_23:/% < F(z) < e_mf%*
X X

dr
or f‘i_t — In(22) —In £ = In 2. Donc e=27ln2 < Fr) < e %ln 2.
xI

Quand x — 0, les deux bornes tendent vers |n 2 ; quand x — 4o, elles tendent vers

Aore . § Flr) = 1In2 § Flr) =10
0 . Par le théoréme d'encadrement, r E}D ':33:' N4 et T _{H}‘_m {35:' .

d. Lalimite en ( étant finie, on prolonge F' par continuité en posant F(D:l =Iln2. Le
prolongement est continu sur  [0,4oo[ et strictement décroissant :

T 0 oo



F In 2 décroissante 0
0.8
— y=F(x)
0.7 (0, In2) y i
---- y=e¥In2
-—-- y=e"*In2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Erreur fréquente : dériver F' enécrivant F/(x) = @(22) — o(z) , en oubliant le facteur 2 do
lacomposée = — G{2z).

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour I'existence d'une primitive (continuité citée), 0,5 pour
F = G2zx) - G(z),05pour g ;b)0,5point; c) 1,5 point : 0,5 pour I'encadrement de
l'intégrande, 0,5 pour In 2, 0,5 pour les limites ; d) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du contréle
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primitives

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Fonctions usuelles » en maths sup et «
Calcul de primitives » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés fonctions usuelles,
calcul de primitives.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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