Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : équivalents et
développements limités

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 2,5 points
Exercice 2 : Equivalents de suites et de fonctions 3,5 points
Exercice 3 : Développements limités 4 points
Exercice 4 : Calculs de limites 2,5 points
Exercice 5 : Asymptote et position d'une courbe 3,5 points
Exercice 6 : Probleme : les solutions de tan x = x 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (2,5 points)

a. Lorsque {’un:l ne s'annule pas a partir d'un certain rang, Un ™ U signifie que ﬁ — 1.
Up W Upn  Wn A
Uy ty — Unm X ) tendvers 1x 1 = 1.Deméme,

Sous les hypothéses de I'énoncé,

Un /W _ tm tao squival d ibl le produi
v Tty = Tm X 77, tend vers 1. Les équivalents sont donc compatibles avec le produit
n

et le quotient.

b. Pour lasomme, prenons Uy = 1+ 2, Uy =n +1et wy, = t; = —7 . Ona bien
Up ™~ Uy et Wy ~ L, Pourtant Uy + W, = 2 et v, + 1, =1, dontle quotient
vaut 2. Ainsi Uy + W, n'est pas équivalenta v, + o, . Pour l'exponentielle,
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. n+1 L \
n +1 ~ n, mais Eeﬂ- — e netendpasvers1l.Donc n+1 n'est pas équivalent a

e™ : on ne compose pas un équivalent par I'exponentielle.

mn
c. Formule de Stirling: w! ru V3 n (%) quand 1 — —oCo .

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour la définition, 0,5 pour les deux preuves ; b) 1 point : 0,5 par contre-exemple

; ¢) 0,5 point.

Exercice 2 : Equivalents de suites et de fonctions (3,5 points)

a. Par la quantité conjuguée, u, = m .Or yn 414 v ~ 2471 .Donc 4, ~ 5

b. Comme s, = gin% et In{l+s) ~ s quand s — O, on obtient Uy, r sing - Or

Sin% P % Donc ?-'I'n, (%] %.
c. Pour =10 f{g;} — 11-1EZ T _ ln(l + l) donc f{g;»} .y 1 en -0 . On ne peut pas
: , = = = =) = .

soustraire des équivalents : partir de 11‘1{:1:‘2 + :L’::I ~ 2ln = conduirait a la différence

2ln £ — 2ln £ = 0, qui ne peut étre équivalente a rien.

)gn . Le quotient

am)! . 2
d. w, = )2 Par Stirling, {Eﬂ}! ~ NI (g;_n) " et (ﬂ!}z ~ O (%
n

e TR 22 ae .
d'équivalents est licite, d'oli 4y, %.Amm [\dbinom?]2nn r~ 7= -

e. Le quotient n! / (w’ﬁ«;r ) (ﬂ/e:lﬂ) tend vers 1, donc son logarithme tend vers 0 :
Infn!) = nlnn —n + %ln(ﬁﬂ n) + of1) . Alors
In(2r 7) + o(%) , qui tend vers 0. Par continuité de

In(n!
Inz,—Inf = S~ -lnn+1= i

=
I'exponentielle, n_; — 1. Donc {n!}lf” ~ 2.

Baréme : a), b), ¢) 0,5 point chacun ; d) 1 point : 0,5 pour Stirling appliqué deux fois, 0,5 pour la
simplification ; e) 1 point : 0,5 pour le passage au logarithme, 0,5 pour la conclusion.



Exercice 3 : Développements limités (4 points)

y 3 .
a. E$:1+¢:+%+‘%+g($3}et H—La:: —:1:—|—a:2—:t:3—|—o{:1:3}.0nfaltle

produit en ne gardant que les termes de degré au plus 3. Le coefficientde &« vaut 1 -1 =10,
1

celuide 12 vaut 1—1+%:%,etceluide 3 vaut —1-|-1—%—|-%:—3.

=1+%2—‘%3+0($3).

EI

1+ =z

b. La fonction tan estdeclasse ¢°° au voisinage de 0, donc elle admet un développement limité
a tout ordre (Taylor-Young). Elle est impaire, donc tane = = 4+ a 3 + b o + 0{1:5:1 , car
tan/(0) = 1.0r tan’ = 1 + tan?, eton peut dériver le développement de tan (celui de
tan’ existe). Ainsi 1 +3az2 +5bx% =14 22 4+ 2a % + 0{1?4} . Par unicité,

1 2

_ 1 _ da _ 2
a=j3¢e b=% =

3 5
tanx=$+%+21i5+o(:n5).

Il
—

c. Onécrit cosz = 1+ u avec 1y = _%? + % + o(z4). Comme u = O(z2), l'ordre 2
en u suffit: ln{l + u} — - u? + 0{334:] ,avec 1l — z4 + g{g;‘i} . Comme
1 1 1 2 4
24 78~ "12°

In(cos z) = —‘1?22 — ‘1’3; + o(z*?).

2
d sin?r = (a: _z + 0{1:3:1) — rd %} + of £%). Donc

1 1 1 1 72 2) ' 1 1
sin? ra = —Ez(l-l- 3 —I—-:Jli:t:jhllwent 3 —$2_3_|_o|:1:,_

La limite vaut

Erreur fréquente : en c), développer In(1 + w) & l'ordre 4en u : c'estinutile, car w3 = O(z®).

Baréme : 1 point par question ; pour a), b), ¢) : 0,5 pour la méthode et I'ordre justifiés, 0,5 pour les
coefficients ; pour d) : 0,5 pour le développement de 1 / sin2 %, 0,5 pour la limite.
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Exercice 4 : Calculs de limites (2,5 points)

1 1 1 1 1 1
a. lna, = ﬂglﬂ(l+ﬁ)—ﬂ = ﬂg(ﬁ—m+ﬂ<ﬁ))—ﬂ = —i—i—ﬂ(ﬁ).Par
continuité de I'exponentielle, Gy —F E_UE = %
b. Au voisinagede 0, cos x => 0, et d'apres I'exercice 3 ), ln[m; ‘Tj 2 + {_}{ 2:, Donc
I
2 —
(cos a::llﬁr - e U2,

c. D'apres l'exercice3b), tanr — & = $_a + @{1:3} u $—3 . De plus,

fanr— 3:3!;3 — 95
x—sinx = x3f6  °

r—s5nr =& —|— 0(353} r~ = . Le quotient d'équivalents donne

La limite vaut 2.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour le développement de 1n @y , 0,5 pour la limite ; b) 0,5 point ; ¢) 1 point :
0,5 pour les deux équivalents, 0,5 pour la limite.

Exercice 5 : Asymptote et position d'une courbe (3,5 points)

2
a. Quand 1 — Foa, h:%_}[jet Eh:1+h+%+o{h2}.DonC

flz) =(z +1) 1+%+ﬁ+0($)

Le facteur x donne 41 4 ﬁ + ,5.(

}—r) , et le facteur 1 donne 1 4 % + 0(:1_1:)' En
additionnant, f,::];:, —z+24 % + C‘(}T:

),en +oo commeen —C0

b fl)—(z +2) = 2,:17 (;1_1:) tend vers 0 : la droite ﬂ 1Y = T + 2 est asymptote a

Cen +oo eten —co.Deplus, flz)—(r+2) ~ ,qw alesignede . C estau-
dessus de 4 au voisinage de -+coo et en dessous au vonsmage de —oo.,



c.Onpose w = x4+ £2 = 0: 1n{1—|—u}:u—2—|—“3+o{u3} or
u? = £2 + 2253 +o(x3) et uwd = x3 4+ o(x3) . Dol
o@) = o+ 22 -5 — 23 + L 4 o(x3), Cestadire

2 3
g(z) = o + % — 4% + o(a?).

La tangente en 0 a pour équation ¥ = I, De plus, Tl — T ru 5':—2, qui est positif. La
g 2

courbe de ¢ est donc au-dessus de sa tangente au voisinage de 0, des deux cotés.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour le changement de variable, 1 pour le développement ; b) 1 point : 0,5 pour
I'asymptote, 0,5 pour les deux positions ; ¢) 1 point : 0,5 pour le développement, 0,5 pour la tangente et la
position.

Exercice 6 : Probleme : les solutions de tan x = x (4 points)
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a. Soit ¢(x) = tanxz —x sur I, .Elleest continue et dérivable, avec
@/(r) = 1 +tan2z —1 = tan? x > 0. Cette dérivée ne s'annule qu'en & = 1T, point
isolé, donc % est strictement croissante sur I, . Aux bornes, tan x tendvers —co 3
gauche et vers oo a droite, tandis que & reste borné. Donc % tend vers —o0 et o0 .
D'apres le théoreme de la bijection (valeurs intermédiaires et stricte monotonie), ¥ s'annule en
un unique point Tyn de [, .

b. Comme n =1, :En}n?r—;—r}ﬂ,donc tanx, = £,>0.0rsur I,
tan £ >0 équivauta = € ]mr, mr—|—%[.Ainsi ﬂ:rrf::l:ﬂ{mr—l—%,etendivisantpar

Y xI
T, le théoreme d'encadrement donne ﬁ — 1.Donc LTy ™~ AT,

c. D'aprés b), Y, € ]D, E—T[ . Par T -périodicité de la tangente, fan Yo = tan z, = £y qui

tend vers +co.Comme ¥y € ]—B—T! %[ ,ona Y, = arctan Ty, quitend vers % . Donc

2
a:ﬂ:n*rr—I—%—I—o{l}.

d. Ona =zyn € ]D, E—T[ et tanz, = tan(% - yn) = taiy .Donc tan z, = %ﬂ puis
T
Zy = a,r.;ta,n%n.Comme arctan u = u + O(u3) et %ﬂ — {}(%) , on obtient

Zp = %ﬂ + C’(ﬁ) . Ensuite, grace a c) :

Sl

85
3
Il
=)

o X 11 ):T}_ﬂ(l_ﬁ+o(

1 1 1
) = et o)
1+ﬁ+0(% 27 n n

Enfin £y = n*rr—i—yn = n*rr—i—a—r—zﬂ,d'ou

T n2

Le développement asymptotique demandé est établi. A titre de contréle, pour n = 10, la
formule donne environ 32,9565, pour une valeur exacte proche de 32,9564 .

Baréeme : a) 1 point : 0,5 pour la stricte monotonie, 0,5 pour les limites et la conclusion ; b) 0,5 point ; ¢) 1
point : 0,5 pour tan Y. = Tn,0,5pourlalimite; d) 1,5 point: 0,5 pour tan z, = lja:ﬂ ,05
pour le développement de 1 / Ty, 0,5 pour la conclusion.

Revenir a I'énoncé du contréle
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Apres le corrigé du controéle : équivalents et développements
limités

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Relations de comparaison » en maths sup
et « Développements limités » en maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés relations de
comparaison, développements limités.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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