Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : équations
difféerentielles linéaires

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 3 points
Exercice 2 : Variation de la constante 5 points
Exercice 3 : Recollement en un point singulier 4 points
Exercice 4 : Second ordre a coefficients constants 5 points
Exercice 5 : Décharge d'un circuit RLC 3 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (3 points)

a. Théoréme. Soit A une primitive de @ sur I.Lessolutionssur I de v/ +afz)y =0
sont exactement les fonctions . _y ) o~ Al ,avec A € R.

Démonstration. La fonction @ est continue sur l'intervalle I, donc elle admet une primitive .4 ,
dérivable sur I .Soit ¥ une fonction dérivable sur I ;posons z = y e .Alors Zz est
dérivable et

2! = (y" + A"g,ﬂ)ef-Il = (y' +ayled

Comme ¢4 nes'annule pas, ¥ estsolution si et seulementsi z/ = (J sur F.Or I estun
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intervalle, donc cela équivaut & Z constante: z = X, soit ¥ = Ae—+# . L'ensemble des
solutions est {,. _, ) o—Alzr: A ER},

b. Principe de superposition. Si %1 est solution de y*’ +ay = bl et Yq solution de
y/ + ay = by, alors, pour tous réels A7 et Ag, lafonction A1y + A2 ¥y est solution de
Yyl tay = Apbp + Agby.

Démonstration. Par linéarité de la dérivation,

(M yy 4+ dowy) +a(hyy + Ao wy) = M(y) + ayy) + Aa(uh + ay,) = Ay by + Ag bo.

Le principe est démontré.

Bareme : a) 2 points : 0,5 pour ['énoncé, 0,5 pour l'introduction de z = y e, 0,5 pour le calcul de  z!
, 0,5 pour I'argument d'intervalle ; b) 1 point : 0,5 pour I'énoncé, 0,5 pour la preuve.

Exercice 2 : Variation de la constante (5 points)

a. Sur I, lafonction tan estcontinueet cosz >0 .Une primitivede tan est
A(z) = —In{cos ), donc ,—Alz) — g . D'apres le théoréme du cours, les solutions
de I'équation homogeéne sont les fonctions » — Acosx, A ER.

b. Cherchons les solutions sous la forme y(x) = A{z)cos &, avec ) dérivable sur I . Alors
v/ (@) = X (©)cos £ — Ax)sin z, et

y' 4+ tan(z)y = }\"(x)cos r — Az)sin z + A(z)sin ¢ = )\'(x)cos T.

Ainsi ¥ est solutionde (F) si et seulement si }lf{x}cos z = cos? 5, C'est-a-dire
M(z) = cosz,soit Alz) = sinz + C avec C € R.

Les solutions de (F/) sur I sont les fonctions = — sin xcosz + Ccosz, C €R
Verificationpour &' = 0: y/ = cos? £ — gin? et ta,nli;]::] y = sin? = , dont la somme
vaut bien .:(352 T .

c. Lacondition y({0) = 2 donne 0+ € = 2,donc € = 2. L'unicité découle du théoréme de



Cauchy, puisque les coefficients sont continus sur I et que I'équation est résolue en y*’ (onla
voit aussi directement : ' est imposée). La solution est = — l:sin r —+ 2}::05 T .

d. Pour le second membre co8 £, |a variation de la constante donne }lf{a:}cos T = cos x, donc
}l{a:‘:l = x convient: & — xTCO0S T estune solution particuliére. Par le principe de
superposition, & — sin xcos & + rcos T est solution de I'équation compléte, et I'on ajoute
les solutions homogenes. Les solutions sont les ¢ — (sinz 4+ z + Clcosz, C € R.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour la primitive de tan avec cos x =0, 0,5 pour les solutions ; b) 2 points :
0,5 pour la forme cherchée, 0,5 pour la simplification, 0,5 pour }, 0,5 pour I'ensemble des solutions ; c) 1
point : 0,5 pour & = 2, 0,5 pour l'unicité ; d) 1 point : 0,5 pour la solution particuliere rcCos x ,0,5
pour la superposition.

Exercice 3 : Recollement en un point singulier (4 points)

I _ %y — 2. Une primitive de

T — }lemnm = Xz

a. Sur J = ]0,4+oo] ou J = ]—o0,0[, le coefficient & ne s'annule pas, et (F') équivaut a
_% est —2In|x|, donc les solutions homogénes sont les

Posons y = A{z)x? : 'équation devient }L’r(x}xg = r2,s0it )/ — 1et
Mz)=z4+C .

Sur 0,400, les solutions sontles £ — 3 + Cz2 ;sur |—o00,0[, ce sont les
r — 13+ Dx2,avec C, D réels.

b. Analyse. Soit ¥ une solution sur [ . Ses restrictions sont solutions sur chaque demi-droite : il
existe C et D telsque y(zr) = 3+ Cz? pour £>0et y(z) = 3 + Dz2 pour
z <0.En z = 0, I'équation donne 0 x /(0) — 2y(0) = 0, donc y(0) = 0.

Synthése. Soit ' et D réelset ¥ définiepar y(r) = £3 +Cz2si © >0, et

y(z) = £3 + Dz? si £ <0.Elle est dérivable sur R* et vérifie (F')sur R*.En 0, le
taux d'accroissement vaut
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y(m);y(o) — 2 + Cx

sizx >0, 2+ Dz
, 81 ¢ < 0,

ettend vers 0 des deux cotés. Donc ¥ est dérivableen 0, avec y/(0) = 0, et
O0x0—2%0 = 02 :I'équation est vérifieen (.

Les solutions sur R sont les fonctions égalesa 3 + C'x2 sur Ry eta 3 + Dz
sur R_,avec (C,D) € R? quelconque.
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c. Toutes les solutions sur R vérifient (0} = O :il y en a une infinité (une par couple
(C,D) ), et aucune ne vérifie y(0) = 1.

Le théoréme de Cauchy s'applique & une équation y/ + a{z)y = b(x) avec @ et b continues
sur un intervalle. Pour mettre {F} sous cette forme, il faut diviser par &, ce qui est impossible
sur un intervalle contenant (. Le théoreme ne s'applique donc pas sur [, etiln'ya
aucune contradiction.



Erreur fréquente : imposer ' — I} par « continuité ». Les deux morceaux se raccordent pour toutes
les valeurs de (&' et IJ,avecla méme dérivée nulleen (.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour les solutions homogénes, 0,5 pour la variation de la constante, 0,5 pour les
deux intervalles ; b) 1,5 point : 0,5 pour y@l = 0, 0,5 pour la dérivabilité en (1, 0,5 pour la description
compléte ; ¢) 1 point : 0,5 pour les nombres de solutions, 0,5 pour I'explication.

Exercice 4 : Second ordre a coefficients constants (5 points)

a. L'équation caractéristique est r2 — 3r 4+ 2 = (0, soit (r—1)(r—2) = 0. Ses racines sont
réelles et distinctes: 1 et 2.Les solutions homogénes sontles = — Ae® i gdT

(M) € R2.

b. Cherchons yplgﬂi‘:l =ax+ 5 Alors y"?f - 3?53 + Eyp = 3o+ 2ax+25 par
identification avec 2z +1,0ona 2a = 2 et 28 —3a =1,donc ¢« =1 et S = 2.
Les solutions sontles © — = +2 + A e® 4 s,

c. Leréel 1 estracine simple de I'équation caractéristique : les fonctions x — o T sont
solutions homogenes, donc elles ne peuvent pas fournir le second membre &% . C'est le cas
résonant, ou I'on cherche yp{:t:‘jl =axret,

On calcule y’p(ﬂi‘:‘ = afz+1l)eT et yg{ﬂ:} = afr+2)eT Dponc

yy — 3yl + 2y, =« e“""[(x—k?) — 3(z+1) + 255'} = —ae”

Il fautdonc —ax = 1. Ainsi o = —1,et 1 — —x T est une solution particuliere.

d. Le nombre 3 n'est pas racine de I'équation caractéristique. On cherche donc une solution de
y/ — 3y 4+ 2y = 107 sous laforme z(r) = Ae®*, avec A € C.On obtient
A2 - 314 2) = A(1—32) = 10, donc

10 10(1 43¢ :
=1—5;= 10 = 1+3z

Les coefficients de I'équation étant réels, la partie réelle de & est solution avec le second membre
Re(10et*) = 10cos x . Or Re({l—l—Bi} (cos x + zsin :1?:1) = cosx —3sin x|
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Une solution particuliere est r — cos r — 33in x . Vérification :
Y/ = —cosx 4+ 3sinx et -3y’ = 3sin £ + Scos «, tandis que
2y = 2cos £ — 6sin x . La somme vaut bien 10cos = .

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point : 0,5 pour la solution particuliére, 0,5 pour la solution générale ; c) 1,5 point
: 0,5 pour la justification de la forme, 0,5 pour les dérivées, 0,5 pour @ ; d) 1,5 point: 0,5 pour A, 0,5
pour le passage a la partie réelle justifié, 0,5 pour la solution réelle.

Exercice 5 : Décharge d'un circuit RLC (3 points)

a. L'équation caractéristique 2 4+ 2r 4+ 5 = 0 a pourdiscriminant —1&, donc pour racines
—1 = 21 . Les solutions réelles sont les & — e~ t(Acos 2¢ + Bsin 2¢) . Ensuite,
q(0) = A = 1.Deplus, ¢/(t) = e~%[(2B — A)cos 2¢ — (24 + B)sin 2t], donc
/() =2B-A=0e B=L1

5 Par unicité de la solution du probléme de Cauchy,
g(t) = E_t(COS 2t + %sin 2@ .

b. Les racines sont complexes non réelles, de partie réelle négative : le régime est pseudo-

périodique, de pseudo-période %’T =TT

c. Posons B = 1_|_% — %.Ilexiste unréel % telque cosp = % et sing = ﬁ,et
alors cos 2t -+ %sin 2t = Rcos(2t — ) . Ainsi [g(t)| = R E_t|‘3‘3'5{2t - ‘F’:‘| , donc

lg(t)] < %e—f- Comme g—t — [, le théoréme d'encadrement donne

lim ty=10. ; :
P o Q{ :' . le condensateur se décharge en oscillant.
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Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour les racines, 0,5 pour la forme générale, 0,5 pour les constantes ; b) 0,5

point; ¢) 1 point : 0,5 pour la majoration, 0,5 pour la limite.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controle : équations différentielles linéaires

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Equations différentielles linéaires » en
maths sup puis entrainez-vous avec les exercices corrigés équations différentielles linéaires.
Retrouvez tous les contrdles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contréles de maths du CP au post-bac.
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