Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : dimension finie
et formule de Grassmann

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 3 points
Exercice 2 : Sous-espaces définis par des équations 4 points
Exercice 3 : Rang d'une famille, bases extraites et complétées 4 points
Exercice 4 : Supplémentaires dans un espace de polyndbmes 3 points
Exercice 5 : Probleme : suites récurrentes linéaires d'ordre 2 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (3 points)

a. Dans F! de dimension 71, toute famille libre de 7. vecteurs est une base, et toute
famille génératrice de 7. vecteurs est une base.

b. Les sous-espaces F', & et F 1 (& sontde dimension finie, carils sont inclus dans E . Soit
I:Cl, R Cp:l une base de F M G (famillevidesi F M G = {0}). C'est une famille libre de
F' etde & .D'apres le théoreme de la base incompléte, on la complete en une base

{c1, .. 4Cpy fl, - fg:l de F' eten une base I:Cl, e Cpy s gr) de &.
Montrons que B = I:Cl, oy Oy fl,- - fq, TR er:l est une basede F' 4+ (7.
D'abord, 1B estgénératricede F 4+ :tout f + g avec f € Fl et g € G est
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combinaison des vecteursde B .

Ensuite, B est libre. Supposons o, c. + Z B, f i+ Z Yy 9 = 0. Alors

z’ykg}: = —Z o, C.— £, f; appartienta G eta F,donca FNG.I
s'écrit donc Z 85 ¢, . Ainsi Vi Ip — §;c, = 0, etlaliberté delabasede G
donne tous les T nuls. Il reste Zf(ﬂ{ﬁ- ¢, + ,Bj,' fj,' = 0, et la liberté de la base de

F' donnetousles &, et ,Bj{ nuls.

Par conséquent, dim{(F' +G)=p+g+r =(p+g)+(p++)— p.Donc
dim{(F +G) =dim F +dim G —dim{F N G) .

c. Par définition, B2 = F @ (G équivauta F NG = {0}et F+G = E.Si
F N G = {0}, Grassmann donne dim{F + G) = dim F' + dim G'. Or le sous-espace
F 4+ (s de F estégala F sietseulementsisadimensionvaut 7. Donc
B = F @G sietseulementsi FN G =1{0}et dimF +dimG = n.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 2 points : 0,5 pour la construction des bases par le théoréme de la base
incomplete, 0,5 pour le caractere générateur, 0,5 pour la liberté, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 0,5 point.

Exercice 2 : Sous-espaces définis par des équations (4 points)

a. La seconde équation donne & = 1y — 2z . En reportant dans la premiére,
t=—-z—-—y—z= -2y z. Ansi

Fo= {(y - 23: Y, 2, _2y + ’Z) ) (ya Z)Z) € IRQ} — VeCt(ulz Ug):

avec 4y = (1,1,0,-2) et uq = (=2,0,1,1). Cette famille est libre, car ses coordonnées
dindices 2 et 3sont (1,0) et (0,1). (uy,u,) estunebasede F et dim F = 2.

b. Y1 et Y9 ne sont pas colinéaires (la deuxiéme coordonnée de U5 est nulle, pas celle de 7).
La famille {ﬂl, ’Ug:l est donc libre et génératricede & : dim ¢ = 2 .Unvecteurde &
s'écrit & vy + B Ung = (,8 — O &y &y —C'f]. La premiere équation de &' donne

f—-a+t+a+a—a=F=0,etlaseconde f —a—a+ 200 = 5 = 0.Donc
F'N G = Vect{v) , de dimension 1. On remarque d'ailleurs que U1 = 1 + g,

c. Par la formule de Grassmann, dim{F' 4+ G) = 242 —1, soit dim{F 4+ G) = 3. Soit



H ={zvz:2y—zz+t =0} .0na t=2z-2y,donc

H = Ve::t({l, 0,0,0),(0,1,0,-2), (0,0,1, l}jl Ces trois vecteurs forment une famille libre
(coordonnées 1 a 3),donc dim H = 3.Deplus, %1, Un et Yo vérifient I'équation :
2-0-2=0, 0-14+1=0et 0=0.Ansi F+G = Vect{uy, usuy) C H,
Les dimensions étant égales, f'+ &G = H.

d. Si (@,5,0,0) € F ,alors a+b=0et ga—b=20,donc g =b=20:
F'N Vect(ey, eq) = {0}. Deplus, dim F' + dim Vect(ey, eq) = 2 +2 = 4. D'apres
lexercice1¢), R* = F @ Vect(ey, eq).

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la résolution, 0,5 pour la famille génératrice, 0,5 pour la liberté et la
dimension ; b) 1 point : 0,5 pour dim ¢, 0,5 pour l'intersection ; ¢) 1 point : 0,5 pour Grassmann, 0,5
pour ['égalité par inclusion et dimension ; d) 0,5 point.

Exercice 3 : Rang d'une famille, bases extraites et complétées
(4 points)

a. On vérifie coordonnée par coordonnée :
Zwl—wg = {2—2,4—1,[]—1,2—[]} = {D,S, —1,2} et Wy —wWy = {1,—1,1, —1},
Donc Wg = 2wy — Wy et Wq = Wy — Wy Ansi W = Ve-:t{wl, wg} .Oor Wi et
Ws ne sont pas colinéaires, car la troisiéme coordonnée de ™| est nulle, pas celle de g |
Le rang de la famille est dim W = 2.

b. D'apres a), {wl, ’wg) est une base de TV , extraite de la famille.

c. Montrons que l:’wl, W, €1 Eg} est libre. Si ¢ wq + ot Wo + Y€1+ ) en = 0, alors
o +28+72x+ 548, 5,a) =0.0nobtient §=a =0,pus y=6=0.
C'est une famille libre de 4 vecteurs dans % , de dimension 4. C'est donc une base de R4%
qui complete l:’wl, wg}.

d. Les polynomes 1, X — 2 et {X — 2}2 sont de degrés 0, 1 et 2, donc la famille est libre
(degrés échelonnés). Elle compte 3 vecteurs, et dim IRQ[X] = 3 . C'est donc une base de
Ry[A] . Par la formule de Taylor en 2, ou en développant,
X2 = (X - 2}2 +4(X - 2) +4 . Les coordonnées de X2 sont (4,4,1).

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 par relation, 0,5 pour le rang ; b) 0,5 point ; c) 1 point : 0,5 pour la liberté, 0,5
pour I'argument dimensionnel ; d) 1 point : 0,5 pour la base, 0,5 pour les coordonnées.

Exercice 4 : Supplémentaires dans un espace de polynomes (3

points)

a. Le polynéme nul estdans F',etsi P, Q@ € F ,alors (P+AQ)(£1)=0: F estun
sous-espace. Un polyndbme P admet 1 et —1 pourracines si et seulement si
(X —D(X 4+ 1) ledivise. Pour deg P < 3, celasignifie P = (X2 —1){@X + b), avec
a, b réels. Ainsi F' = Vect(Xg -1, X(x? - 1}) . Ces deux polyndmes sont de degrés 2 et
3, distincts, donc la famille est libre. (XQ -1, X3 - X) est une base de F' et
dimF = 2.

b. Un polyndbme de F' M (7 est de degré au plus 1 et admet deux racines distinctes : il est nul. Donc
FNG={0}Deplus, dim FF +dim G = 2+2 =4 = dimR3[X]. D'aprés la
caractérisation dimensionnelle, R3[X]| = F @& G .

C. Xg—l—}fg:X{Xg—l}—i—{}fg—1}—|—X—|—1.Lacomposantedans F est
X34 x2_x 1= (}I—i—l}{Xﬂ—l},etcelledans G est X +1.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour le sous-espace, 0,5 pour la factorisation, 0,5 pour la base et la dimension ;
b) 1 point : 0,5 pour l'intersection, 0,5 pour I'argument de dimension ; ¢) 0,5 point.

Exercice 5 : Probleme : suites récurrentes linéaires d'ordre 2 (6

points)

a. La suite nulle appartienta &£.Si u,v € £ et A € R, alors pour tout 7,
Upyo T A Uptn = l:’t&n_H + A ﬂ'ﬂ,-'—]_} + 2(uy + A vy). £ est donc un sous-espace
vectoriel de RN .



b. Les suites @ et § existent, car une suite de £ est entierement déterminée par ses deux
premiers termes. Soit uw € £ et V = U —uyd — Ulb Alors v € & ,avec Yy = 0 et
U= O . Par récurrence double, si ¥n = Yntl = 0, alors Yo = 0.pbonc v =0
et U = Uyl + Uy b :la famille {a, b:l est génératrice. Elle est aussi libre : si
Ao+ pb =0,lestermes dindicesOet Ldonnent % = 0 et u = 0. (a,b) estune
basede &,donc dim & = 2.

c. Pour g ?‘3 0, (g") € € équivauta g"t2 = gntl 4 297 pourtout 7, c'est-a-dire, en
divisantpar g",a gé—g—-2=0.0r g2-g—-2= (g—2(g +1).Les valeurs
cherchéessont ¢ = 2 et g = —1,

d. Les suites (2™) et ({—1}“} sontdans £.Si A 2" + (-1){”’ — (0 pourtout 7, alors
n=0e n=1dnment A+pu=0e 2A—pu =20,dnc A= @ = 0.Cestune
famille libre de deux vecteurs dans &, de dimension 2. C'est donc une base de £, et toute
suite de & s'éerit u, = 2" + S8 {—1)ﬂ avec «, 5 réels.

e.Onrésout o+ =0et 20— =3: 3¢ = 3,donc o =1 et B = —1.Donc
uﬂzﬁn—{—l}ﬂ.Contréle: Uy = Uy +2ug =3 =4-1 et
u3=u2—|—2u1=9=8—|—1,

f.Soit uw=a2"+8 {—1jﬂ Si o« ?é 0,alors || > | 2™ — |8, quitend vers oo :
% n'est pas bornée. Réciproquement, ;3{—1)ﬂ est bornée. Donc F = Vect({(—l)n}) ,
sous-espace de dimension 1. Par ailleurs, ug = & + 5 ,donc G = Vect((ﬁﬂ — (—1}“}) :

de dimension 1. Une suite de F M G s'écrit 5{—1)“ avec Uy = £ =0, donc
FNG=10}.Enfin dimF +dimG =2 =dim& .Donc £€ = F FG.

Erreur fréquente : en d), vérifier a la main que toute suite de £ est combinaison de {2“} et
({—l)ﬂ) . C'est inutile : la liberté et la dimension 2 suffisent.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 1 pour le caractere générateur (récurrence), 0,5 pour la liberté et la
dimension ; ¢) 1 point ; d) 1 point : 0,5 pour la liberté, 0,5 pour I'argument dimensionnel ; e) 1 point ; f) 1
point : 0,5 pour la description de JF et &, 0,5 pour la conclusion.

Revenir a I'énoncé du contréle
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Apres le corrigé du contréle : dimension finie et formule de
Grassmann

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Dimension finie » en maths sup puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés dimension finie.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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