Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : dérivation,
accroissements finis et convexité

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Théoreme de Rolle et accroissements finis 3 points
Exercice 2 : Dérivabilité en un point et limite de la dérivée 4 points
Exercice 3 : Rolle pour les polyndmes et formule de Leibniz 4 points
Exercice 4 : Accroissements finis et suite récurrente 4 points
Exercice 5 : Probleme - convexité et inégalités 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Théoreme de Rolle et accroissements finis (3

points)

a. Théoréme de Rolle : soit f continuesur [a, b], dérivable sur Ja, b ,avec a < b et

fla) = F(B). Aorsilexiste ¢ € Ja, b telque f'{c) = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le segment [a, b]. Par le théoréme des bornes
atteintes, elle admet un minimum M et un maximum M .Si m = M, [ estconstante et
tout ¢ € Ja, B[ convient,

Sinon, I'une des deux valeurs différe de  f(a) = f(b), par exemple M > f(a) . Le maximum
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est alors atteint en un point ¢ quin'estni @ ni §,donc ¢ € |a, [ . En ce point intérieur, f
présente un extremum local et elle est dérivable. Donc  f/(c) = 0.Llecas m < f(a) se traite
de méme.

b. Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, 8[ . Posons 5 — w et
p(z) = f@) - plz -9

La fonction  est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b . De plus @@} = f(a) et
o(b) = f(b) — (f(b) — fla)) = f(a) . Le théoréme de Rolle fournit ¢ € Ja, b] tel que
¢'@=fl-p=0.

Il existe donc ¢ € Ja, 8] telque f(b) — fla) = f'O(b—a) .

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour I'énoncé complet, 0,5 point pour les bornes atteintes, 0,5 point pour
le point intérieur ; b) 1,5 point : 0,5 point pour la fonction auxiliaire, 0,5 point pour la vérification de Rolle,
0,5 point pour la conclusion.

Exercice 2 : Dérivabilité en un point et limite de la dérivée (4

points)

a. Pour =z ?é 0, le taux d'accroissement en () vaut w — jgﬂin(}_r) . Il est majoré en

valeur absolue par ||, quitend vers 0.Donc f est dérivableen 0 et f/(0) = 0.

Pour = ?é 0, les théorémes généraux donnent f’(;p} = E;Esin(%) — COS(%) . Le premier
_ 1 _ 1
terme tend vers 0. Enrevanche, avec x, = T et Yy, = (Gnt D’ ona

cos(1/z,) =1et cos(lfy ) = -1 ainsi f/(z,) — —1et f’x(yn) —1: f
n'a pas de limiteen [J.

Conclusion : f est dérivable sur R mais n'est pas de classe 1. La réciproque du théoréme
de la limite de la dérivée est donc fausse.



b. Pour x £ 0, $|$Lf 0 _ || - uitend vers 0. La fonction = — z|z| est dérivable en

0, de dérivée nulle.

c. Continuité en 0.Pour = >0, Alzr) = & -(zln x). Par croissances comparées,
zlnz — 0,donc Alz) — 0 = A(0). Ainsi h est continue sur [0, +oof .

Limite de la dérivée. Sur 10, +oo[ , h estdérivableet h'(x) = 2zln x + = . Cette
expression tend vers 0 quand 5 — 0Ot

Le théoreme de la limite de la dérivée s'applique : & est continue sur [EJ, -|-r;.;;;.[ , dérivable sur
10, +oo[ , et p/ aunelimite finieen 0.Donc h estdérivableen 0,avec A'(0) = 0, et
h! estcontinueen 0.Comme j/ estaussicontinuesur |0, +co, A estdeclasse (1

sur [0, +oof .

/ /
Dérivabilité de ' en 0.Pour z >0, M — 9lp ¢ 4 1+ Quitend vers —co .

Donc /' n'est pas dérivable en [0 : }, n'est pas deux fois dérivableen 0.

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 point pour f(0), 0,5 point pour I'absence de limite de f, 0,5 point pour la
conclusion ; b) 0,5 point ; ¢) 2 points : 0,5 point pour la continuité, 0,5 point pour la limite de h’, 0,5 point
pour le théoréme cité avec ses hypotheses, 0,5 point pour la non-dérivabilité de h'.

Erreur fréquente : dériver }, en 0 parlaformule 2xln z + z,quin‘apasdesensen £ = 0.

Exercice 3 : Rolle pour les polynomes et formule de Leibniz (4

points)

a. Notons T < Tp <...< Ty |esracinesde P .Pour 1 <z < mn —1,lafonction
polynomiale F est continue sur [3:2-, ﬂ?i;+1] , dérivable sur l'intérieur, et
Pliﬁﬁ':' = Pl:‘j:z'-i—l:' = 0. Le théoréme de Rolle fournit <, S ]332', 3?2;4_1[ tel que
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Les intervalles ]1?75-, :’Efé—l—l[ sont deux a deux disjoints, doncles n — 1 réels €, sont distincts.
Or p’ estnonnuldedegré n —1,doncilaauplus m —1 racines. Ainsi P/ a
exactement 7. — 1 racines, toutes réelles et distinctes: €{1--1%,_1 .

b. Appliquons la formule de Leibniza § = % avec u(r) = z2 et u(r) = €27 .Ona
ul(z) = 2z, ul(z) = 2,et (K — gpour k& > 3.Deplus @':m:'{g;} — 9" glx
Pour nn = 2 :

g(n)(@ — (%) 2 9™ o2z +( )Qx on—1 .2z 4 (”2) 9.9on-2 2z

En factorisant par 9mn—2g2x :

g™ (z) = 272 22 (422 + 4nz + n(n-1)).

Vérification pour »n = 2 :laformule donne EQEI:%:J:E + 8xr 4+ 2} . Directement,

g/(x) = {2:1:2 + Eﬁ]elﬂ? , puis

g''(x) = (4z + 2}623? + 2{21’:2 + Ea:}eh = {-‘-l:J:2 +8x + 2}&247. Les deux résultats
concordent.

1
c. Pour 0 < k < n, I::E”)(k:' = (ﬂi'k),:nn_k . La formule de Leibniz donne :

(@) = 32 (0) Gl ok = ntom 32 (3)°

Par ailleurs, n)®) _ n . En comparanten 1 = 1, on obtient
T

n! i (1)2 = @ Dc;nc };Z::] (1)2 = Ej:;:; = (EE)

k=0

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour Rolle sur chaque intervalle, 0,5 point pour les racines distinctes, 0,5



point pour I'argument de degré ; b) 1,5 point : 0,5 point pour les dérivées successives, 0,5 point pour la
formule, 0,5 point pour la vérification ; ¢) 1 point : 0,5 point pour le calcul de Leibniz, 0,5 point pour
I'identification.

Exercice 4 : Accroissements finis et suite récurrente (4 points)

a. Le cosinus est décroissant sur [0, 1] C [0, 7r].Donc, pour = € [0,1], cosl €< cosz < 1.
or 1<% ,donc cosl>0.Ainsi cos([0,1]) C [0,1].

Posons ((x) = cos £ — x . Elle est continue et strictement décroissante sur [0, 1], comme
somme d'une fonction décroissante et d'une fonction strictement décroissante. De plus

p(0) =1>0 et (1) = cosl —1<0.Parle théoréme de la bijection continue, ¥
s'annule en un unique point o € [0,1].

b. Le cosinus est dérivable, de dérivée —sin.Sur [0,1], le sinus est croissant et positif, donc
|-sin £| < sin 1. Par I'inégalité des accroissements finis, |cos £ — cos y| < sin(l) |z — y|
pour tous x,y € [0,1].

c. Parstabilité, uy € [0,1] pourtout 7.Posons k = sinl.Comme coSx = & ,ona
|Uﬂ+1 —a| = |cos up —cosa| < klug — af. Parrécurrence, |ug, — & < R:n|u?g] — .

Deplus |ug—a| <1, car Ypet o sontdans [0,1].Donc |u, —a| < (sinl)" .

Comme 0 <sinl<l, (sin1)" — 0.Parencadrement, (un) converge vers o.
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d. Ilsuffitque 085" < 10—2, soit nln{0,85) < —2In10.Comme In(0,85) <0, cela
équivaut a :

Pourtout n > 23, Upn approche o a 1)—2 preés.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la stabilité, 0,5 point pour l'unicité de a ; b) 1 point : 0,5 point pour la



majoration de la dérivée, 0,5 point pour I'inégalité citée ; c) 1 point ; d) 1 point : 0,5 point pour le passage
au logarithme avec changement de sens, 0,5 point pour le rang.

Exercice 5 : Probleme - convexité et inégalités (5 points)

1. Pour n = 2, l'inégalité est la définition de la convexité. Supposons-la vraie au rang 71, et
prenons L1y-- Ly, y1 € 1 etdespoids A; positifs de somme 1.

Si An+41 = 1, les autres poids sont nuls et I'inégalité est une égalité. Sinon, posons
n :;,"1. 5
pu=1=-lApyr1>0e Yy = Z 7 T . Les poids Ff‘ sont positifs de somme 1, donc
z=1
y € I, carunintervalle contient les barycentres a poids positifs de ses points.

Par convexité, puis par hypothese de récurrence :

—_

n+
(

As w;‘) = f(,u y+ /\n+1$n+1) < B fly) + )\n+1f(93n+1) < Z As f(wz) + /\n+1f(wn+1)~

=

L'inégalité de Jensen est donc vraie pour tout n > 2.

2. Lafonction —In est deux fois dérivable sur |0, +oo[ , de dérivée seconde ﬁ > 0. Elle est

donc convexe.

= Ly

Appliquons Jensen avec A =
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Donc 1n({$1 o ;En)lf”) < ln<$1 te a:”') . La fonction exponentielle est croissante.

Ainsi (1-;1 o xn}lf” < s

kil . . . . -
3. Sur [D, E] , sm” = —sin < (0, donc le sinus y est concave. Une fonction concave dérivable

est située sous ses tangentes. La tangente en () a pour équation ¥ = £ ,d'ou sinx < x.

De plus, une fonction concave est au-dessus de ses cordes sur I'intervalle qu'elles joignent. La corde

entre (0,0) et (%! l) a pour équation 5 — ,?—Tg; . Donc %35 <sginw < o sur [D, %]

4, D'aprés2 avec n = 3, {abc}lﬁ <

# — 1.Donc abc < 1.

Ensuite, 1+ —s = a pour dérivée seconde % =0 sur ]D, —|—co[ : elle est convexe. Jensen

donne m < %(% + % + %) . Or le membre de gauche vaut 1.

W gy

avec des poids

Donc é-|-%-|-%:_53,avecégalitépour a=b=c=1.

Bareme : 1) 1,5 point : 0,5 point pour l'initialisation et le cas particulier, 0,5 point pour le barycentre y dans
I, 0,5 point pour la double inégalité ; 2) 1,5 point : 0,5 point pour la convexité, 1 point pour la déduction ;
3) 1 point : 0,5 point par inégalité ; 4) 1 point : 0,5 point par inégalité.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controle : dérivation, accroissements finis et

convexité

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Dérivabilité et convexité » en maths sup
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés dérivabilité et convexité.

Retrouvez tous les contréles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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