Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : complexes,
racines n-iemes et géomeétrie

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Racines n-iemes de l'unité 3 points
Exercice 2 : Angle moitié et linéarisation 5 points
Exercice 3 : Equations dans C 5 points
Exercice 4 : Géométrie dans le plan complexe 7 points
Total 20 points

Exercice 1 : Racines n-iemes de l'unité (3 points)

a. Soit z € Uy . Alors |2|" = |z®| = 1, etcomme |z = 0,ona |z| = 1.0n peut donc
écrire » — gt avec 8 £ R.Ensuite, zm — gtnf — | équivauta nf £ 27, c'est-a-dire
. n
8 = %T"T avec k € £ .Réciproquement, (e%) — odtkm — 1

Par division euclidienne, tout & € Z s'écrit & = gn +r avec r € [[0,n—1]]. Alors

e% L EZ{% _ E:ﬁ% :on peut se limitera & € [[0,n—1]].

Enfin,si 0 < k, k' < n—1 et Eztff"r _ EZ"'ff;“,anrs k ;k’f c 7 0r |k —k*'r| <n,

donc i — k'.Les 7 racines sont distinctes, et U,, a exactement 7 éléments.

b. Posons mz&%.Comme n = 2,ona [jﬁ;:%"rﬁ;:gﬂ,donc tuf,él.ParIaformuIedeIa
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somme géométrique,

n—1

k_ﬂ_g_
Zw_l—w 1—w_0
k=0

La somme des racines 7i-iemes de l'unité est nulle.

Bareme : a) 2 points : 0,5 pour |2:| =1,05pour g — %T"T et la réciproque, 0,5 pour la réduction a
[[D,n—l]] , 0,5 pour le caractére distinct ; b) 1 point : 0,5 pour w ?é 1, 0,5 pour le calcul.

Exercice 2 : Angle moitié et linéarisation (5 points)

a. On factorise par e% ;

1

. _ 16 16 16
1 + el = 62(8 2 —|—62) = 2608%62,

Pour 8 € |—mm[,ona % € ]—E—T!

=k

[ , donc cosg = [J. Le module vaut Zcosg et g est

un argument.

==

A . i iff i ] i LI
De méme, 1_62.5':&9(5 Q—Eg):—ﬁzsinge .or _, _ ,~7 .donc

[

| 4 (8 — 1)
] — et = 2sinj e <

Pour 8 € ]0,27[,ona sin% ~ (0 . Le module vaut Esing et 5 T est un argument.

b. Par la formule d'Euler et la formule du bindme,

En regroupant les termes conjugués, on obtient 11—6(2.:05 4t 4+ 8cos 2t + 6) . Donc



costt = %(-:os 4t 4 4cos 2t + 3).

n
. . 1 — gtlm+1)d
c. Comme £ ¢ and, et ?é 1, et la somme géométrique donne kZE] ekt = ﬁ. La
question a, appliquée au numérateur et au dénominateur sous la forme | _ g1 — _Eﬂ:sin% E%
, donne
n+1)t
i : & 17T
. a111 7 ==
=s1Ils
E=10 E
_ . ) o n sinli—n—glji-::n:ms%i
Le quotient des sinus est réel. En prenant la partie réelle, Z cos(kt) = — .
k‘ — |:| Sll'li

d. Parla formule de Moivre, cos(3t) = Re({cos t + 2sin t}B) — cos?t — 3cos tsin? £ . En
remplacant gin2 ¢ par 1 — cos? #,on obtient cos(3t) = 4cos?t —3cost.

Erreur fréquente : annoncer 2;05% comme module sans vérifier son signe. Hors de  |—,r[ , ce réel

peut étre négatif et I'argument change de .

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour chaque factorisation, 0,5 pour les signes justifiés ; b) 1 point : 0,5 pour le
développement, 0,5 pour le résultat ; c) 1,5 point : 0,5 pour la somme géométrique, 0,5 pour I'angle
moitié, 0,5 pour la partie réelle ; d) 1 point.

Exercice 3 : Equations dans C (5 points)

a. Cherchons & = x + 1y avec ¥, ¥ réelstelque §2 — 3 _ 44.L'égalité des parties réelles,
des parties imaginaires et des modules donne

r?2 —y2 =3, 20y = —4, 2 4+ y? =13 —4i| = 5.

Onentire r2d —= 4 et yg = 1,et zy <0 impose des signes contraires. Les racines
carréesde 3 —4; sont 2 —; et —2 4 1.
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b. Le discriminant vaut A = {—3@'}2 —4(-3+4+1) = —-9+12—43 = 3 — 4. D'aprés|a
questiona, & = 2 — 3 en est une racine carrée. Les solutions sont donc

B T R Pgy- i) S Y P)

Vérification : 71 + zg = 31 et z; 29 = (142)(—1421) = =3 + 1. L'ensemble des

luti J1 T
solutions es 14

. Ty
c.Ona o, _ 83% et & — 23 . Une solution particuliére est zg = %9¢ 6

; les solutions sont
les Zp® avec w € Uz, soit Zeﬁ.(% + %TW) pour & € {0,1,2} . Les solutions sont

in . Ein o dE
6§ =341 36 = V342 9.2 = _9;°

Ze

it . _ - -
d. Ona 1 4+ 2/3 = 2¢ 8 FEcrivons 2z = & + 32y 1 g% — g% o'W . Parunicité du module et de

T
¥ =3

2]

I'argument modulo 247 , I'équation équivauta e¥ = 2 et . Les solutions sont les

In2+4(§ +2k7), kez.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour le systéme avec I'équation des modules, 0,5 pour 2 et yﬁ, 0,5 pour
les signes ; b) 1,5 point : 0,5 pour A , 1 pour les deux solutions ; ¢) 1 point : 0,5 pour la méthode, 0,5
pour les trois solutions sous les deux formes ; d) 1 point : 0,5 pour la forme exponentielle, 0,5 pour
I'ensemble des solutions.

Exercice 4 : Géométrie dans le plan complexe (7 points)

a.Ona c—a=64+21=2(3+1)et b—a =3 +12,donc H = 2. Ce quotient est
réel, donc les vecteurs ABE et E sont colinéaires. Les points 4, B et ( sont
alignés (et 7 — 94 p : B estlemilieude [AC]).

b. On calcule

o By

—a _1—3;  (1=3(0B—e) 3—-51—9:—3
—a — 3+ 10 = 10 =7t

Ainsi i—D - |_g'| — 1 et [Af’ ADj = arg{—a} = 732 .Letriangle ABD est
| 29r



rectangle isoceleen A4 .

. Un point fixe d'affixe @ vérifie w = {144)w +1,s0it —ze0 = 1,donc w = 5. llest
unique puisque 1 + % ?é 1.Ensoustrayant w = {(1+2)w +1a 2/ = (142)z+1,0n
obtient

T

2l —i = (141)(z—1) =V2et(z —1).

ASE

L'application 3 est la similitude directe de centre ﬂ‘{i} , de rapport /2 et d'angle

. D'aprés la questionb, d —a = —i{b — r:&:l. La rotation de centre A etd'angle —% s'écrit

zl —a = —i(z — a), etelle envoie bien B sur D .Comme g(l +1) = (1—|-g')2 = 21,
onobtient z/ = —iz + 2. Vérification: —i{4 + 2:) + 22 = 2 — 22 = d . La rotation
cherchéeest +:z — —1z 4 21.

F—a (z—a)(z—b)

. Posons z = x 4+ 1y avec % 7/: b . Le quotient " | 5|2 est imaginaire pur si et
.3’_

seulement si Re({z—a}{z—b}) — ([, c'est-a-dire

(z—=1)(z—4) + (y=1)(y—2) =0 & z2 — bz +y2 — 3y + 6 = 0.

2 2
' ' i 5 3V _ 23,9 . _ 10
En completant les carrés, on obtient (3; — 2) + (y — 2) =3 ti- 6 — 1

3

L'ensemble I’ est le cercle de centre I(% + Ea) et de rayon /10

= privé du point B
. C'est le cercle de diamétre [AB] : T estlemilieude [AB]et AB = |34+ = VI0.Le
point A en fait partie, car (I est imaginaire pur. Géométriquement, pour ?é A B la

condition exprime que I'angle m est droit.
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Erreur fréquente : oublier d'exclure B, ou le quotient n'est pas défini, ou exclure A a tort.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour le quotient, 0,5 pour la conclusion justifiée ; b) 1,5 point : 0,5 pour le calcul,
1 pour la nature du triangle (module et argument) ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour le point fixe, 0,5 pour la forme

z! —1 = (142)(2—12), 0,5 pour le rapport et I'angle ; d) 1 point : 0,5 pour la forme, 0,5 pour I'écriture
développée ; e) 2 points : 0,5 pour la traduction par la partie réelle, 0,5 pour I'équation cartésienne, 0,5
pour le centre et le rayon, 0,5 pour les points exclus ou conservés.

Revenir a I'énoncé du controle


https://mathovore.fr/controle-maths-sup-nombres-complexes-racines-geometrie

Apres le corrigé du contréle : complexes, racines n-iemes et

géomeétrie

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Nombres complexes » en maths sup puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés nombres complexes.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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