Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : calcul matriciel,
puissances et inverse

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours 3 points
Exercice 2 : Produits, transposées et symétries 3,5 points
Exercice 3 : Puissances par la formule du bindbme 4 points
Exercice 4 : Inverse par la méthode de Gauss-Jordan 3 points
Exercice 5 : Systéme linéaire a parametre 3 points
Exercice 6 : Probleme : commutant d'une matrice nilpotente 3,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours (3 points)

a. Formule du binéme :si A et B sont deux matrices de M, (K) qui commutent (
AB = BA) alorspourtout @ € N,

(A + B)! = i (%) A* BPE
k=0

Avec les matrices proposées, A B = ([Hra;r?] g g % ,}) = B et
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BA = ([Hra}r 8%8,}) donc AB% BA Deplus 42 — 4 et B2 — 0.En

développant sans rien permuter,
(A+BP =A2 4+ AB4+BA+ B = A+B-= ([Hrajr?]

A2 1 9AB 4+ B2 = A 42B = ([xray?]%%%,

sans commutation, la formule du binome est fausse.

1 &1
0&0!°

}) . En revanche
}) . Les deux résultats difféerent :

b. Soient A = ':Gﬁ'j,':' et B = (bqy) triangulaires supérieure;: g =05 s>k et

bk—? -0 i ,IEQ =~ j Pour tous ﬂ.] j- ,ona (AB:I'U = Z a'ﬁk‘ bkjl . Un terme a'ﬁk.‘ bk‘j

ne peut étre non nul quesi = < ket k& < 7 .Ainsi,si %> 7,aucunindice k ne convient et
':AB:'@' =0 : AR esttriangulaire supérieure. Pour z = 7 , la seule valeur possible
est k = 3,dou {AB}& = a. bis : les coefficients diagonaux se multiplient terme a terme.

Baréeme : a) 1,5 point : 0,5 pour I'énoncé avec I'hypothése A B = B.A , 1 pourle contre-exemple
calculé ; b) 1,5 point : 1 pour la nullité des coefficients sous la diagonale, 0,5 pour les coefficients
diagonaux.

Exercice 2 : Produits, transposées et symétries (3,5 points)

a. A estdetaille 2x 3 et B detaille 3x 2 : AB estcarréed'ordre2et BA carrée
d'ordre 3. Ligne par colonne, on obtient

_(1+4+0 0+2+0)_ 5& 2 _(i 2 0
AB = (1720 07y ) = (a3 g 2,) o BA—(El P

Par exemple, la deuxiéme lignede BA vaut 2x (1,2,0)+1x (0,1, -1) = (2,5, —1). Les
deux produits n'ont méme pas la méme taille.

b. D'aprés les régles de transposition, (M M}T M7 {MT% = MT A T
est symétrique. Son coefficient diagonal d'indice (7, 7) vaut Z m;?j- Sio MT aAr =0,

i=1
chacune de ces sommes de carrés de réels est nulle, donc tous les "*45 sontnuls: Af = 0.

c. Onpose § = %(C-|-CT:| et K = %(C_{?T).Alors sT — ¢, g7 — _g et



0 —1 -1

1
S+ EKE = C . Avec CTz(E 5 , on trouve
1
2
0

1 3 0

Vérification: § + K = C . Cette décomposition est de plus unique (si ¢ = s/ + K/,
en transposant on retrouve 7 — ).

d. si gT — _g ,alors {HE}T (HT}E = (- H}E K<Z.Donc K2 est
symétrique.

Baréme : a) 1 point (0,5 par produit) ; b) 1 point : 0,5 pour la symétrie, 0,5 pour I'argument de somme de
carrés ; ¢) 1 point : 0,5 pour les formules de S et K , 0,5 pour les matrices ; d) 0,5 point.

Exercice 3 : Puissances par la formule du binome (4 points)

W= (84 D w2 =(B8 §) e o m oom e = 0 rt
a , aonc = e = [J.AINsI = our tou
o 00 o 00 N | N oF
k>3

b.Ona A = 2I9 4+ IN . Lamatrice 213 commute avec toute matrice, en particulier avec IV .
La formule du bindme s'applique donc. Comme & — ([ pour k > 3 ,pourtout n = 0 :

7
AR=Z()2nka_2 [3+n2nlN+( )QRQNQ
k=0

Pour . = 0 ou 1 = 1, les coefficients binomiaux (ﬂi) ou (g) absents sont nuls, et les

expressions 4, 97—1 et n{n—l}ﬁﬂ_B le sont aussi : la formule reste valable. Finalement,
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. 2" n27 1 p(pn-1)273
A° =10 2" nn—1}
0 0 2"

OO

4
4
0

He P —

Controle pour n = 2 : A = ( ) , ce que confirme le calcul direct. La formule est

établie pour tout 1 < [N.

c. Comme 2f3et N commutentet N3 — (O :

25+ M35 I N+ N2 = I3 b N+ N2 AN i N2 4 N3 = 1,

Une matrice carrée inverse a droite est inversible, donc .4 est inversible et
A—1 = % Iq— % N + % IN2.Pour n = —1, laformule de b) donne les coefficients

-1 = % (-)x 272 = —% et (_ljgﬂ ¥ 9—3 — % : elle reste vraie pour
n = —1.

q-1&1 1-1 -1+
d. D—Mgz(nary.]_l&h)et (3—212)3:(1:_1 _1+1):D.Comme

215 commute avec D — 2Ty, le binéme donne D" = 2" I +n 27—1(D — 274), soit
: T
—n 24n

D" = 2n~1

Pour 71 — 1 on retrouve bien f}.

Erreur fréquente : appliquer le bindbme sans mentionner que les deux matrices commutent ; c'est
justement I'hypothese que le correcteur attend.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 2 points : 0,5 pour la commutation, 1 pour la somme réduite a trois termes, 0,5
pour la matrice explicite ; ¢) 1 point : 0,5 pour le produit égal @ fz, 0,5 pour la vérificationen n = —1
;, d) 0,5 point.



Exercice 4 : Inverse par la méthode de Gauss-Jordan (3 points)

a. On applique les mémes opérations sur les lignesa P eta Jf13, écrites cote a cote :

1 2 1|1 0 0O
2 9 30 1 0O
1 3 310 0 1

Lo+ Ly—2L1et Lg « L3 —Lj,puis L3 & L3 — Ly

1 211 0 0
0O 1 1}-=2 1 0
o o011 =11

Les trois pivots valent 1, donc P est inversible. Ensuite, Lip 4— Lo — L3 et
Ly« Ly — L3, puis Ly &+ Lj —2Lq:

1 0 0] 6 =3 1
0 1 0|=3 2 -1
oo 111 -1 1

-3 1

Donc P—1 — (—3 , —l) . Vérification : la premiére ligne de P multipliée par les
1 -1 1

colonnesde p—ldonne 6 —-6+1=1, -34+4—-1=0et 1-2+4+1=20;les

autres lignes se vérifient de méme.

b. Le systeme s'écrit PX = ¥ avec ¥ = | 0 |.Comme P estinversible, il a une unique
64042
solution X = P—1¥ =| -3 +0—2 |.Lasolutionest (r,y, z) = (8, —5,3).
14+0+4 22

Controle: 8 —1043 =1, 16 -2549 =0e 8§-1549 = 2.

Bareme : a) 2 points : 1 pour la descente (pivots non nuls), 1 pour la remontée et la matrice inverse ; b) 1
point : 0,5 pour I'écriture X — P—1 ¥ , 0,5 pour la solution.
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Exercice 5 : Systeme linéaire a parametre (3 points)

a. On prend = comme pivot dans la premiére équation. Les opérations Ly +— Ln — L1 et
L3 ¢ L3 —mLj donnent (m—Dy + (1-m)z = m — 1 et
(1-m)y + (1-m2)z = m2 —m.Puis L3 < L3 + Ly élimine ¥ :
(2—-m — mz} z=m2—-1.0r 2—m —m?2 = —(m—1)(m+2) . Ces opérations sont
réversibles, donc {5, ) équivaut au systéme triangulaire :

1
m — 1
(m—1)(m+1)

r+vy+mz
(m—1)y + (1—m)=z
—(m—=1)(m+2) 2

b. Si m ¢ {1, =2}, les coefficients diagonaux 1, m —1 et —(m—1)(m+2) sontnon nuls:

le systéme est de Cramer et admet une unique solution. La derniére ligne donne z —= —m—ié .
En divisant la deuxiéme par m —1 ,onobtient ¥ —2z =1 ,donc 7y = mL-I—E . Enfin
. _m+32-—14+m24+m ., . .
r=1—-y—mz= p— . L'unique solution est

2
((m‘:_lgj J {FE] _mié) . Contrdle dans la troisieme équation :
! ™ m

m(m+1)% + 1 — (m+1) _ m{mi 4 2m) 5
m—+2 = mt2 T ™

c. Pour . = 1, les trois équations s'écrivent = 4+ 3 4+ z = 1. L'ensemble des solutions est
le plan {{1 -y -y 2, vz € IRE} .Pour m = —2, la derniére ligne devient
0x z = (—3)x (—1) = 3, ce qui est impossible. Le systeme (5 _1] n'a aucune
solution.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour les opérations, 0,5 pour la factorisation —(m—1}{m+2) ; b) 1 point: 0,5
pour I'argument d'unicité, 0,5 pour la solution ; ¢) 1 point : 0,5 par cas.

Exercice 6 : Probleme : commutant d'une matrice nilpotente
(3,5 points)




a.

Al, =T, A et AA = AA donc I, et A appartiennenta C{A).Si M et

Mf’ commutentavec A et A £ [, alors

A(M + X M’r} — MA+IM A= (M + X M’}A . De plus, par associativité,

AMM') = (MAYM' = M(AM") = (MM")A . C(A) est donc stable par
somme, par multiplication par un scalaire et par produit. En particulier, il contient tout
polyndbmeen A .

. Multiplier a gauche par J remonte les lignes, et multiplier a droite par J décale les colonnes vers

la droite :
Moy Moy Maog 0 myy myg
JM = | Mgy Mgg Mgs | et MJ = 0 my; mgyg
0 0 §] Map Mgy

L'égalité JAI = MJT équivaut, coefficient par coefficient, a Mgy = Mg = Mqq = 0,
My) = Mgy = Mgg et Mqy = M3 Ennotant & = Mqy, b = my, et
¢ = Mq3, cela s'écrit

b
M=(0a b|=als+b]+cJ2
0 0 a

car 2 n'a qu'un coefficient non nul, égal a 1, en position (1, 3} . Réciproquement, une telle
matrice commute avec J d'aprés a). Ainsi  C(J) = {af3 +bJ +cJ? a, b,c € K}.

La matrice de I'exercice 3 vérifie A = 2134 J (onavait IN = J).Pourtoute AF,
AM —MA =2M 4+ JM -2M —MJ = JM — MJ  Donc C{A} = E{J} : ce
sont les matrices qf3 + 0J + cJ2.

. Supposons  AF2 = J.Alors MJ = M3 = JM .donc M € C(J) et

M =alq+0J 4+ cJ2.Comme 3 — [y, on calcule

M2 = 2754 2abJ + {bg + 2ac) J2 . Les matrices I3, J et Jj2 ontleurs
coefficients non nuls a des places disjointes. L'égalité A72 — J imposedonc g2 — [ et

2ab = 1.0r @ = 0 donne 2ab = 0, c'est contradictoire. Aucune matrice de M3(K]
n'a pour carré .J.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 pour les produits JAf et AJ, 0,5 pour les relations, 0,5
pour la conclusion avec la réciproque ; ¢) 0,5 point ; d) 1 point : 0,5 pour I'appartenance au commutant,
0,5 pour la contradiction.
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Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : calcul matriciel, puissances et
inverse

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Calcul matriciel » en maths sup puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés calcul matriciel.

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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