Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : borne supérieure
et convergence des suites

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Borne supérieure et densité de Q 4 points
Exercice 2 : Calculs de bornes supérieures et inférieures 3 points
Exercice 3 : Limites rédigées avec epsilon 3,5 points
Exercice 4 : Suites adjacentes et irrationalité de e 4 points
Exercice 5 : Probleme - Bolzano-Weierstrass et lemme de Cesaro 5,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Borne supérieure et densité de Q (4 points)

a. Propriété de la borne supérieure : toute partie non vide et majorée de [ admet une borne
supérieure, c'est-a-dire un plus petit majorant.

b. Soit A non vide et majorée, et A4 un majorantde A .

Sens direct. Supposons M = sup A etfixons >0 .Lleréel AF — ¢ est strictement
inférieura M .Or M estle plus petit des majorants, donc A — £ n'est pas un majorant de
A . Parconséquent, il existe o £ A telque o> M —¢.
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Réciproque. Supposons la propriété vraie. Soit A4’ un majorant de A et supposons par
l'absurde Ag’ « M .Posons ¢ = AF — M =~ (0. llexistealors o € A tel que

a>M—c = M’ ce qui contredit le fait que s’ majore A .Donc A < M pour
tout majorant .

Ainsi Af estle plus petit majorant: M = sup 4.

c. Soient & < ¥.Comme ¥ — x >0, la propriété d'Archiméde fournit 5 c ¥ tel que
n{y —z)>1,soit ny>nz 4 1. Posons p = | nz|+1€ Z.Pardéfinition de la
partie entiére, p —1 < nx < p.On en déduit :

ne < p<ner+1<ny.

En divisant par 7 = 0, on obtient x « % < y . Lerationnel r — % convient : () est
dense dans [.

Baréme : a) 1 point (non vide et majorée exigés) ; b) 1,5 point : 0,75 point par sens ; ¢) 1,5 point : 0,5 point
pour Archimede, 0,5 point pour le choix de p, 0,5 point pour I'encadrement final.

Exercice 2 : Calculs de bornes supérieures et inférieures (3

points)

a. Pourtout n € M, s e S Cette quantité est positive et strictement inférieurea 1.

Pour 1 = 0 ,onobtient O £ A .Donc 0O estle plus petit élément :
mf A =mind =0.

Ensuite, 1 majore A .Soit &= 0 :ilexiste 7 tel que nL—I—l < g, donc :n,i-l—l =1—c.

D'apreés la caractérisation de l'exercice 1, sup .4 = 1, et ce n'est pas un maximum car



1¢ 4.

b. Pour 2,9 =1 ,0na D{%+%¢_:1+1:2.Deplus, 2 estatteintpour p =g =1,
Donc sup B = max B = 2.

Ensuite, 0 minore B .Enprenant P = § = 7, on obtient % c B.,et 2 _ (. Pourtout

2
n
qui n'est pas un

£ > 0, il existe donc un élémentde B inférieura £€.Ainsi inf B =0,
minimum car tous les éléments de B sont strictement positifs.

c. Laparte A + B estnonvide.Pour @ € A et b€ B,ona a+b<supAd4supB.

Donc A + B estmajorée par S = sup A 4 sup B et admet une borne supérieure.
Soit £ > 0 . Par caractérisation, il existe @ € A avec @ >>sup 4 — %,et b € B avec
b}supB—%.Alors a+bed+Bet at+b>85—¢.

Par la caractérisation de I'exercice 1 b, sup(A 4+ B) = sup A +sup B.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la borne inférieure, 0,5 point pour la borne supérieure non atteinte ; b)
1 point, méme répartition ; c) 1 point : 0,25 point pour I'existence, 0,25 point pour le majorant, 0,5 point
pour I'argument avec epsilon sur deux.

Erreur fréquente : affirmer que sup A = 1 parce que « la suite tend vers 1 » sans vérifier que 1
est un majorant.

Exercice 3 : Limites rédigées avec epsilon (3,5 points)

a. Pourtout m £ M :
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Soit &£ =0 . Posons N:LE -+ 1, de sorte que N}E.Pour n = IN ,ona

n+3>n> N>2, donc nt3 <E:

Ve 0,
z fré d N €N, b {u :] 5
Ous avons montré : Yn>N onc n) converge vers .
:I|u'i"1 - 2| <€
b. Appliquons la définition de la limite avec ¢ = £ = (. |l existe IV tel que, pour n = IV,

|uﬂ — {:"| < % En particulier ., > £ —g .Donc %, }% pourtout n = V.

c. Considérons les suites extraites {*uﬂk} et (“6k+3:' .Pourtout k£ € N :
Vg = cos(2km) =1 et vgy o =cos(Zkr +m) = —1.

Supposons que l:’un:l converge vers I, . Alors toute suite extraite converge aussi vers I, . On
auraitdonc L =1 et L = —1,cequiestabsurde. La suite {v,) diverge.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour le calcul de la distance, 0,5 point pour le choix de N, 0,5 point pour la
conclusion avec quantificateurs ; b) 0,5 point; ¢) 1,5 point : 0,5 point par suite extraite, 0,5 point pour le
théoreme des suites extraites.

Exercice 4 : Suites adjacentes et irrationalité de e (4 points)

_ 1 , : :
a.Pour n 21, U,y —Us =iy >0. Lasuite (uy) eststrictement croissante.

b. Pour m = 1, oncalcule:



1 1 1

Yn+l = Yn = (py1)! ™ (n+1)(n+1)!  n-n!
(n4-1)! 1 (n41) . A
Or gl = | , donc m— At D) . Réduisons au dénominateur commun

D = nn+L)n+D!:

_nntl) 40— (n+1)® _ p249n—p2-2n—1_ 1.
Upn+l — Yn = D = D =D

Comme D3>0, V,4q1~Un<0 :lasuite (vy) est strictement décroissante.

c. Ona wy, —u, = Lﬂ, , qui tend vers [ . Avec a) et b), les suites sont adjacentes. Par le

mn
théoreme des suites adjacentes, elles convergent vers une méme limite # — . De plus,

Up <€ < Uy pourtout 7 = 1, par stricte monotonie.

d. Supposons g = % avec p, g € NF D'apres c), Ug {1?; < Ug —+ ﬁ Multiplions par
g-g'>0:

qg-qlug<p-qg'<g-qlus+1.

q I
g- : ! ,
or K =g Ug = Z 11 est un entier, car chaque % enestunpour & < g.L'entier
k=0 )
p - g! serait donc strictement compris entre les deux entiers consécutifs gK& et gK +1.

C'est impossible.

Donc £ est irrationnel.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

3.0 1

2.2 1 —&— U, (croissante)
—#— v, (décroissante)
2.0 - -—— y=e
1 2 3 4 5 6
n

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 point pour la réduction, 0,5 point pour le calcul du numérateur, 0,5
point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point (limite de la différence et théoréme cité) ; d) 1,5 point : 0,5 point
pour I'encadrement strict, 0,5 point pour K entier, 0,5 point pour la contradiction.

Exercice 5 : Probleme - Bolzano-Weierstrass et lemme de
Cesaro (5,5 points)

Partie A : valeurs d'adhérence

1. Théoreme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite
convergente.

2. Supposons que {uﬂ} ne converge pas vers £ . En niant la définition, on obtient :



de >0,
vV N € N,
an =N,
;|’“’n—£|25

[l'y a donc une infinité d'indices 7t tels que |’u;1rl - €| = €. 0n construit ainsi une extractrice %

strictement croissante avec |u¢p(k} £ >e pour tout k.

La suite {utp(kj:l est bornée, car () I'est. Par Bolzano-Weierstrass, elle admet une suite
extraite {Utp@(;ﬂj qui converge vers un réel 2/ . En passant a la limite dans I'inégalité large,
|€F—€|3_35,donc EI%E.

Or @ o est strictement croissante, donc ¢/ est une valeur d'adhérence de (un] distincte
de #.C'est contraire a I'hypothése. Donc  {t,) converge vers £.

Partie B : moyennes de Cesaro

3. Soit £>0.Comme un — 0, ilexiste N1 > 1telque [ug| < % pour tout & > IN'q.
Posons & = |U1 +...+ UN1| , qui ne dépend pas de 7. Pour 7 > IN'1, l'inégalité

triangulaire donne :

n
— N
|Cn|§§+k?laNE 1|uk|5§+w55§+5

Ensuite, % —3 0, donc il existe N7 tel que % < % pour 1 = INg.Pour
n > max(N{+1, Ng), onobtient |cn| < &.Donc {cy) converge vers 0.

4. Posons 1y, = g — £, quitend vers (. Ses moyennes de Cesaro valent
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Wyt ..o+ wy

mn

=cp— £ D'aprés 3, elles tendent vers 0 .Donc ¢, — £ .

7. est impair, donc ¢, — U. Pourtant (un} diverge, puisque ses termes pairs valent 1
et ses termes impairs —1.

Réciproque fausse : prenons w4, = (_1}n .Alors ¢y, = 0 si n est pair et Cp = _% Si

5. Posons Wgp = Yp471 — Yp quitendvers a.D'aprés 4, ses moyennes de Cesaro tendent vers
d . Or la somme télescope :

T — 1L

i i u u

i P n+1 . n+1l n+l i)

mm —= ,onen it . Enfin = . tend ver
Co e _:,[:]OQdEdU — J'-!ll m |1ed ers

i)
ax1l=a.Donc L _ q.

Baréme : 1) 0,5 point; 2) 1,5 point : 0,5 point pour la négation, 0,5 point pour la double extraction, 0,5
point pour la contradiction ; 3) 1,5 point : 0,5 point pour le découpage de la somme, 0,5 point pour le choix
de N1 et N2, 0,5 point pour la conclusion ; 4) 1 point : 0,5 point pour la généralisation, 0,5 point pour le
contre-exemple ; 5) 1 point : 0,5 point pour le télescopage, 0,5 point pour la conclusion.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : borne supérieure et convergence
des suites

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Nombres réels et suites » en maths sup
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés nombres réels et suites.

Retrouvez tous les contréles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
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https://mathovore.fr/nombres-reels-suites-exercices-maths-sup
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page contrbles de maths du CP au post-bac.
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