Corrigés des contréles de maths sup

Corrigé du controle de maths sup : applications
linéaires et théoreme du rang

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours sur les projecteurs 4 points
Exercice 2 : Noyau et image d'un endomorphisme de R3 3,5 points
Exercice 3 : Opérateur de différence sur les polynémes 5 points
Exercice 4 : Parité et symétrie d'un espace de fonctions 3 points
Exercice 5 : Suite des noyaux itérés 4,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours sur les projecteurs (4 points)

a. Comme E = F @ G, tout & € E s'écrit de maniére unique £ = T + T avec
T € Fet 5 € G.Onpose p(r) = o :cestleprojecteursur F' parallélement &
G .

Lindarité:si © =T+ T5, ¥ =Yg T¥Yget A u €K, alors

Arstpuy=RArpt+pyg)+(ATg + 8 yes) avecle premier terme dans  F' et le
second dans {F , car ce sont des sous-espaces. Par unicité de la décomposition,

plAz +py) = Aple) +ppy) .

Idempotence : P(x) = T sécrit £ +0avec T € Fet 0 € G, donc
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p(p(z)) = £ = p(z) . Ainsi P estlinéaireet POpP =P,

b.Si ¥y €Imp,ilexiste = telque ¥ = p(x),donc p{y) = p(plz)) = plz) = v :
y € Ker(p —id) . Réciproquement, si p{y) = v, alors ¥ estlimagede ¥ par P, donc
y € Im p. Par double inclusion, Im p = Ker(p —id).

c. Intersection:si x € Ker p M Im p, alorsd'aprésb) = = p{x) = 0. Donc
Ker pNImyp = {0}

Somme:pour = € F,onécrit © = (z — plz))+ p(z) . Oona plr) € Imp et

plz — p(z)) = plz) — p(p(z) = 0,donc = — p(x) € Ker p . Donc
£ = Ker p & Im p . (Onn'a pas supposé E de dimension finie.)

d. Pour x € E,ladécompositiondec)est x = (r — p(z)) + p(zr) avec p(x) € Im p et
z — plx) € Ker p.Lacomposantesur Im p est p(x) : P estle projecteur sur
Im p parallélementa Ker p.

Baréme : a) 1 point (0,5 pour la définition par la décomposition unique, 0,5 pour linéarité et idempotence) ;
b) 1 point (0,5 par inclusion) ; ¢) 1,5 point (0,5 pour l'intersection, 1 pour la décomposition
r = (z — p(z)) + p(x)); d) 0,5 point.

Exercice 2 : Noyau et image d'un endomorphisme de R3 (3,5

points)

a. Chaque composante de  f{z, vy, ) est une combinaison linéaire de &, ¥; Z . Pour wu, v € R3
et )\, € [, on vérifie donc composante par composante que
flhu+pv) =X flw+ u flv). f estun endomorphisme de [R3.

b. (z,v,z) € Ker f équivautausysttme £ —% =0, vy —2z =10, z—z = 0, cCest-a-

dire £ =% =2z, Kerf = Ve-:t((l, 1, 1}) , de base ({l, 1, ljljl car ce vecteur est non
nul.

c. D'aprés le théoréeme durang, rg f = dim R3 — dim Ker f=3-1=2.

Notons H = {(a,b,c)|a +b+c = 0} Pourtout (z,v,z),
(ﬂ?—y}+{y—z}—|—{z—:}:} = 0,donc Im f € H.Or H estlenoyau de la forme



lindaire ¢ : {a, b, C:l — a + & 4 ¢, qui est non nulle donc surjective sur R ; le théoréme du
rang donne dim H = 3 —1 = 2. Une inclusion entre sous-espaces de méme dimension finie
estuneégalité: rgf =2et Imjf = H .

d. Levecteur (1,1,1) vérifie 1 +141 =13 ?é 0, donc il n'est pas dans Ff :
Ker f NIm f = {0}. Comme dimKer f +dimImf =142 =3, Ker [ et

Im f sont supplémentaires.

e. Si Ker g = Im g, lethéoréme durangdonne 3 = dim Ker g +rg g = 2dim Ker g,
C'est impossible car 3 est impair. Aucun tel endomorphisme n'existe.

Erreur fréquente : affirmer Im f = H aprés la seule inclusion, sans argument de dimension.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point (0,5 pour le systeme, 0,5 pour la base) ; ¢) 1 point (0,5 pour le rang, 0,5
pour l'inclusion et I'égalité des dimensions) ; d) 0,5 point ; e) 0,5 point.

Exercice 3 : Opérateur de différence sur les polynomes (5

points)

a. Pour P, Q € Ry[X] et A p € R, lacomposition par X + 1 est linéaire, donc
APP+p Q) =2APX +D+pu QX +1)-APX) - uQ(X) = AA[P) + 1 AQ) . De plus
deg P(X +1) = deg P < n,donc A(P) € Ry[X]. A estunendomorphisme de

Rp[X].
L E—1 K .
b. Par la formule du binéme, A(X¥) = (X 4+1)* — Xk = Z (j) X7 Le coefficient de
3=0

k=1 vaut [\eft7]( ;‘"_1 - =k ?‘2 0: A(XF¥) estdedegré k —1,de
coefficient dominant k.

a . a .
Soit F = jZD a, X7 avec adf,é Oet d > 1.Parlinéarité, 4(FP) = ;1 e, A(XT)
(car A(l) = 0). Lestermes d'indice 7 < d —1 sontde degréauplus d — 2, et le terme
a4 d{Xd:l a pour coefficient dominant d a4 ?é 0 endegré ¢ —1.Donc
deg A(P) =d—1.
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c. Les constantes vérifient Alc) = c—c = 0.5 degP =d > 1, A(P) estdedegré
d—12>0,doncnonnul. Ker 4 = Ry[X], I'ensemble des polynémes constants.

d. D'aprés b) et c), pour tout P € R, [X], A(P) estnul oudedegréauplus n —1,donc
Im A C Ry—1[X]. Le théoréme du rang donne
reA=(Mn+1)-1=n=dimRy_1[X] Donc Im A = R,_1[X].

e. Chaque application de A fait baisser le degré d'au moins 1 (et annule les constantes). Par
récurrence, AKR(P) € R,_3[X]pour k < n, donc A"(P) estconstant et
d”"‘l(P:l —0: aAnt+l — g.Parb), ﬂk(Xn) est de degré n — k et de coefficient
dominant n{n —1)...(n —k +1) ;pour k = n,onobtient A"(X") = n!+ 0.Donc
A" £0,

f. Existence :comme n > 3, X2 € R, _1[X] = Im A, doncilexiste @ € Ry[X] tel
que A(Q) = X? . Lepolynéme P = @ — Q(0) convient, car A annule les constantes et
P0y=0.

Unicité : si P71 et Pg conviennent, A{F1 — Pg) = 0,donc P71 — Py est constant
d'aprés c), et cette constante vaut P1(0) — Py(0) = 0.

Vérification : avec p — X(X — lél(EX —1 yona P({0) =0 et

6(P(X +1) — P(X)) = X(X +1)(2X +1) = X(X —1)(2X — 1) = X[(2X% + 3X +1) — (2X? - 3X + 1)] = 6 X2

Donc A(P) = X2 et deg P = 3 < n : c'est 'unique solution.

En évaluant I'égalité P(X +1) — P(X) = X2 en k, puis en sommant (somme
télescopique) :
N N
k2= > (P(k+1)— P(k)) = P(N +1) - P(0).
k=10 k=10

i Lo _ N+ DEN +1)
— - ,
E=0

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point (0,5 pour le binbme, 0,5 pour le degré de d{P}) ,¢)1point;d) 1
point (0,5 pour l'inclusion, 0,5 pour le théoréme du rang) ; e) 0,5 point ; f) 1 point (0,5 pour existence et
unicité, 0,25 pour la vérification, 0,25 pour la somme).



Exercice 4 : Parité et symétrie d'un espace de fonctions (3

points)

a.Pour g€ E, MucRe R :
sAf+ug@ =xf—2) +ug(-x) = (As(f) + p s(g))(z) . De plus
s(s(f )(x) = s(f)(—=x) = flz). s estlinéaireet sos = id.

b. s(f) = f signifie f(—x) = f(z) pourtout =, et s(f) = —f signifie
fl—z) = —f(z). Ker(s —i1d) = P et Ker(s +1id) = T ; ce sont en particulier des
sous-espaces vectoriels de £ .

¢ Si feEPNI, alors flz) = f{—z) = —f(z),donc f = 0.Pour f € E, posons

g:f—+2‘5(f) et h:f_TE'(f).Comme sos=1id, s(g) =g et s(h) = -h,

donc gEP, heTet f=g+h Ainsi E=PFI.Pour {f =g+ h ainsi
décomposée, S{f} = g —h : 5 estlasymétrie parrapporta 7P parallelementa T .

d. La composantede f sur P est &, donc p = “j% Pour tout réel =,
ef e~ % ef —e” ¥

pexp)) = S5 = chz et (id - Pl (@) = £5E = sha
plexp) = ch et (id — p){exp) = sh.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point ; ¢) 1 point (0,5 pour la somme directe, 0,5 pour l'identification de la
symétrie) ; d) 1 point (0,5 pour I'expression de F, 0,5 pour ch et sh).

Exercice 5 : Suite des noyaux itérés (4,5 points)

a.Si T € N, alors uktl(z) = u(uk{:t:)) = u{0) = 0,donc = € Ng41.
Np C Ngt1.

b. L'inclusion N p4+1 C N p43 vientdea). Soit & € Nyp47

up—i_l(u{:t:)) = up-l_g{a:) = 0,donc u(x) € Npt1 = Np. Ainsi
uwPTl(D) = up(u{:ﬂ}) = 0,s0it £ &€ Np41.Donc Npt1 = Nypio,
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Par récurrence sur & = p, lapropriété « INp = INLi1 »estvraieaurang P et se propage
d'un rang au suivant par I'argument précédent (appligué a % aulieude P ). Donc
Ny = Np pourtout & > p.

c. Supposons par I'absurde que N ?‘3 Nig41 pourtout & € {0,..., n}. D'aprésa), les
inclusions INp C INg41 sontalors strictes. Un sous-espace strict d'un espace de dimension
finie est de dimension strictement plus petite, donc d};;_|_1 = d;; + 1. Comme

dg = dim Kerid = 0, onobtient dpn41 = n + 1> dim F, ce qui est absurde.

L'ensemble des entiers k telsque INp = INii1 estdonc une partie non vide de [N : elle
admet un plus petit élément 7,et = < n.Pour k <r, INg[\subsetneq?] Np41,
donc dp<dy<...<dp.

d. Ona IN,;, = F  Daprésb)appliquéavec P =7, N = N, pourtout & = r.Si
m > r ,alors Np=N,, =F Si m<r,alors B = N,, C N, para), donc
N, = F Danslesdeuxcas N, = E  Puisque n=>r, N, =N, = F Donc

w™ = 0.

e. Dk(P:l — pl&) et plk) _ g sietseulementsi deg P < k —1.
Ker Dk = Rp_1[X] pour 1 <k < n 4 1.Enparticulier pn+l — et
D"(X™) = n!s 0 :rindice de nilpotence de D est n +1 = dim R,[X]. i
dp = K croit strictement jusqu'a & = n -+ 1.La majoration « q,dim E — () » est donc
atteinte : on ne peut pas I'améliorer en général.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point (1 pour N_-p-l—]_ = Np—|—2 , 0,5 pour la récurrence) ; ¢) 1 point (0,5
pour I'argument de dimension, 0,5 pour I'existence de T et la stricte croissance) ; d) 0,5 point ; e) 1 point
(0,5 pour les noyaux, 0,5 pour I'indice et la conclusion).

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : applications linéaires et théoreme
du rang

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Applications linéaires » en maths sup puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés applications linéaires.


https://mathovore.fr/controle-maths-sup-applications-lineaires-theoreme-rang
https://mathovore.fr/applications-lineaires-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/applications-lineaires-exercices-maths-sup

Retrouvez tous les controles de maths sup classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths sup sur ce theme

e Contrble de maths sup : probléme d'algébre linéaire type concours
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