Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : théoreme
spectral et matrices positives

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 4 points
Exercice 2 : Diagonalisation orthogonale d'une matrice symétrique 4 points
Exercice 3 : Matrices de Gram 3 points
Exercice 4 : Quotient de Rayleigh 3 points
Exercice 5 : Probleme : racine carrée et décomposition polaire 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (4 points)

a. Version géométrique. Soit & un espace euclidienet wuw € L{E} autoadjoint, c'est-a-dire tel
que {ulz),y) = ( =z, uly)) pourtous =,y € E  Alors FE estlasomme directe
orthogonale des sous-espaces propres de  ; autrement dit, il existe une base orthonormée de

F formée de vecteurs propres de .

Version matricielle. Pour toute S € &, (R), il existe P € @,(R) et D diagonale réelle
tellesque § = PDPl—_pPppDtp.
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b. Supposons S € S;,[‘{[R} .Soit A € 5p(S) et =z ?é 0 un vecteur propre associé. Alors
{Sz,z) = Xi1x12 > 0,etcomme |52 0,onobtient X > 0.

Réciproquement, supposons Sp(.S‘} C R4 . D'aprés le théoréme spectral, § = P Dt P
avec P orthogonaleet D = diag(A1,... An) les A; étantles valeurs propresde S .
Soit ¢ € R™ ;posons y = ! P x . Alors

(Sz,z)=tgPDtPr=%tyDy=
iZI[\laaaambda?]i ygz > 0.

Ainsi S5 € Sﬁ{[ﬁ} si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

c. Caractérisation: S € S;T(R) si et seulementsi Sp(S) C R} .

Si S estdéfinie positive et Sz = Az avec T 0,alors Aiz2 = (Sz,5)>0,
donc A = (. Réciproguement, si tous les )\i: sont strictement positifs et = % 0, alors
y=1tPxzg ?é 0 car t P estinversible ; donc au moins un ¥, est non nul et

Z}léyg}ﬂ,

Baréme : a) 0,5 point par version correctement énoncée (base orthonormée exigée) ; b) 0,75 point pour le
sens direct, 1,25 point pour la réciproque avec le changement de variable vy = t P x ;c) 0,5 point
pour I'énoncé, 0,5 point pour la preuve.

Exercice 2 : Diagonalisation orthogonale d'une matrice
symétrique (4 points)




a. La matrice A estréelle et symétriqgue ( * A — A ). D'apreés le théoréeme spectral, elle est
diagonalisable dans une base orthonormée de [3.

b. On développe detl:A — A Ig) selon la premiére ligne :

det(A = AT3) = (2=N[(1=X)(=2) —4]+2%x (2)) = (2=N)(A2 =X —4) + 42X

En développant, on trouve —}3 4+ 332 4+ 6} — 8. Donc xﬂ{}t} = A3 -332 61 +8. Le
réel 1 estracine évidente, et la division donne

X,N=0-D2-22-8) = -Dr -9 +2).

Les valeurs propres de A sont 4, 1 et —2.Contrdle:leur sommevaut 3 = tr(d).

¢. Chaque valeur propre est simple, donc chaque sous-espace propre est une droite.

Pour X = 4 :lesysttme (A —473)X = 0 donne —2z —2y = 0 et
—2y —4z = 0,s0it £ = —% et y = —2z.0nobtient E4q = Vect(2, -2, 1).

Pour X =1 :ontrouve £ = 2y et z = —2y,dou FEy = Vect(-2,-1,2).

Pour ) = —2 :ontrouve Yy = 2z et Z = ¥ ,d'ou F_n = Vect(l, 2, 2).

Ces trois vecteurs sont deux a deux orthogonaux, comme le prévoit le théoreme spectral (par
exemple (2,-2,1)-(-2,-1,2) = —4 +2 42 = 0). Chacun a pour norme 3 . En les
normant, on obtient
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La matrice P estorthogonaleet 4 — P Dt P.

d. La matrice A admet la valeur propre —2 < (. D'apres I'exercice 1, 4 n'est donc pas
positive : par exemple { A w,v}) = —18 pour v = (1,2, 2}.

Ensuite, A +¢c I3 = P (D 4¢3}t P estsymétrique, de valeurs propres 4 + ¢,
14+ ¢ et ¢ — 2 .Elle est définie positive si et seulement si ces trois réels sont strictement
positifs, c'est-a-dire si et seulement si ¢ > 2. L'ensemble cherché est ]2, +cof .

Baréeme : a) 0,5 point (symétrie réelle et nom du théoréme) ; b) 0,5 point pour le calcul du déterminant,
0,5 point pour la factorisation ; ¢) 0,25 point par sous-espace propre, 0,75 point pour P orthogonale
(normalisation) et D ; d) 0,5 point pour la non-positivité, 0,5 point pour I'intervalle.

Exercice 3 : Matrices de Gram (3 points)

a.Ona *S=tA¢lA)=14 A =5 donc § estsymétrique. De plus, pour tout
z € R",

P)(Az) =
(Sz,z)y=tzxt AAz =|Acx
2 > 00.



Donc S € SH(R).

b.Si Az = 0,alors Sz =1 A(Az) =0 :ainsi ker A C ker S. Inversement, si
Sz = 0,alors |Az|? = {(Sz,z) =0,donc Az = 0.Ainsi ker § = ker A .

Comme § est positive, ses valeurs propres sont positives. Par conséquent, § est définie
positive si et seulement si 0 ﬁ;‘ Sp(S), c'est-a-dire ker S = {0}. Cela équivaut a

ker A = {0}, donc a l'inversibilité de A (matrice carrée). Ainsi § &£ Sﬁ‘l'{lﬁ} si et
seulementsi A € GL,(R).

c. Soit & ¢ Sﬁ(lﬁ} . Par le théoréeme spectral, § = P Dt P avec P orthogonale et
D = diag{A1,.. ., Ap),0u Ay = 0.Posons A = diag(yA1,.. ./ An) et
B =A% P.Alrs

Toute matrice symétrique positive s'écritdonc ' B B .

Erreur fréquente : écrire « § est inversible donc définie positive » sans rappeler d'abord que 5§ est
positive ; une matrice symétrique inversible peut avoir des valeurs propres négatives.

Baréme : a) 0,5 point pour la symétrie, 0,5 point pour l'identité avec | A x|2 ; b) 0,5 point pour I'égalité
des noyaux, 0,5 point pour I'équivalence ; ¢) 1 point (construction de B et vérification).
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Exercice 4 : Quotient de Rayleigh (3 points)

a. D'apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormée I:El, Cn E‘n} de R" telle que
Se. = Aje, pour tout 3z .Soit x = I - e-. Parlinéarité, Sz = AsT-e..
% L TR LI
Comme la base est orthonormée, on obtient

i i
(Sz, o) = 2:1/\%9:%2 et 1z12 = 2:19:732
[—  Ri—

Puisque A1 < A; € Ay et :t:g = 0, onen déduit Aq Z:E‘E < Z}lﬁ' ,:EE. < Ay Z:E‘E‘
.Donc A2 € { Sz, ) < Ay iz,

b. Pour 1z1 = 1,0na {Sz,x) < A,,avecégalité pour £ = €gn. Le maximum existe donc
etvaut A, . De plus, I'égalité équivaut a Z (Ap — A4) :]3‘;’-3 = 0. C'est une somme de
termes positifs, donc L, = 0 des que }li: < }lﬂ . Le maximum est atteint exactement aux
vecteurs unitaires de F3, (5] .

c. Pour X = (zr,y,2),0na
X AX =222 +y2 + 2% (-2zy + 2[\tmes?] (—2yz == glr,y,2), ol A est
la matrice de I'exercice 2. Ses valeurs propres extrémes sont —2 et 4.

Sur la sphére unité, le maximum de ¢ vaut 4, atteinten -+ %(ﬁj -2, 1:1 ; le minimum
vaut —2, atteinten %(1! 2, 2} . Vérification :
q{ﬁ,—ﬁ,l} =8444164+8=36=4x9.

Baréme : a) 0,5 point pour la base orthonormée de vecteurs propres, 1 point pour les deux expressions et
I'encadrement ; b) 0,5 point ; ¢) 0,5 point pour la matrice de q, 0,5 point pour les extremums et les points.



Exercice 5 : Probleme : racine carrée et décomposition polaire

(6 points)

Existence et unicité de la racine carrée

a. Parle théoréme spectral, § = P Dt P avec P € Oy(R) et D = diag(Ay,..., An).
Comme & est positive, les )‘li: sont positifs (exercice 1). Posons

R = Pdiag(y2q,.. 4 vAq) t P,

Alors H est symétrique, et ses valeurs propres \/}l_ﬁ sont positives: R £ S;,[‘{[R} . Enfin
RI=—pPptp=yg,cac Y PP =1, Lamatrice R convient.

b.Ona R'§ = R/'3 = g R’ :lesmatrices R/ et S commutent. Soit alors
z € F,(S) oncalcule S(R'x) = R'(Sz) = AR 'z ,donc R’z € B,(S) :
chaque sous-espace propre de S5 eststable par 7’ .

Notons 7 I'endomorphisme induit par g/ sur EA{S}. Il est autoadjoint pour le produit
scalaire restreint, car R’ est symétrique. Par le théoréme spectral, T est donc diagonalisable.
Si M estunevaleurproprede T et = ?é (0 un vecteur propre, alors

pixi2 = (R 'z,z) > 0,donc p 2 0.Deplus, 2 = Xid,donc p2 = X, et
finalement u = VAL

Ainsi T est diagonalisable avec pour seule valeur propre /% : + = X id . Le méme
raisonnement s'applique & R . Par conséquent, R et R’ coincident sur chaque EA(.S'}. Or
S est diagonalisable, donc ™ est la somme de ces sous-espaces. On conclut que
R' = R :laracine carrée positive est unique.

Décomposition polaire
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c. Existence. Posons § — t Af M. D'aprés I'exercice 3, § € Sﬁ"’{lﬁ}, car M est
inversible. Soit & sa racine carrée positive. Ses valeurs propres \j'}l_ﬁ sont strictement positives,
donc R € STT(R) et R estinversible. Posons ¢ = Af R—1.Comme R—1 est
symétrique,

tO0=R1tMMR 1 R1R%2R =1,
Donc & € @,(R) et M = QR .

Unicité. Si M = OR avec O orthogonaleet R € SHT(R), alors

Y AT AT = {t RYO OO R = R2.Ansi R estuneracine carrée positive de t Af AT ;
par la question b, elle est unique. Ensuite (3 — AFf R—1 estimposée. Le couple I:G, R:l
existe et il est unique.

EM M = ([\ar;,r?] &2 )pmatﬁ: 182
. Cette matrice a pour valeurs
584 }) P
4 &5’
propres 9, de vecteur propre (1,1), et 1, de vecteur propre (1, —1}. Sa racine carrée
positive est donc

d. On calcule
-2 & -1 [\end?]pmairic = (["'.Hraj,r?]

R=Hivernd E10) el gt ) = (o2 1)

On vérifie que R? = ([Rra@r?] i %&ng ,}) Ensuite Rl = %([Rary?] E—i&&_éz ) , puis

O=M~BR1=

CaD |t

(eern 8¢ o) = (he2n 2yg o )



Ainsi M = (OR avec A = ([l"-,ll'aj.?'?] ?ﬁfé ,}) et O, de déterminant 1, la rotation
d'angle —

e

. Pour 1zl =1,0ona |[Mzl?= {t M M xz,x}. Daprésl'exercice 4 appliqué a  Af M,
de valeurs propres 1 et 9, cette quantité est comprise entre 1 et 9, et ces bornes sont

atteintes. Donc mazx |[Mz| = 3, atteinten =+ %{1, 1} ,et min |[Mz| = 1, atteint
1
en £ =(1,-1).

Géométriquement, FA transforme le cercle unité en une ellipse de demi-axes 3 (direction

(1,1))et 1 (direction (1, —1})).Ensuite, & la fait tourner d'un quart de tour dans le sens
indirect. L'image du cercle unité par 7 est donc une ellipse de demi-grand axe 3
dirigé par (1, —1) et de demi-petit axe 1 dirigé par (1, 1.
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3 { —— cercle unité
-== image par R
- jmage par M = OR 3

Bareme : a) 1 point ; b) 0,5 point pour la commutation et la stabilité, 0,75 point pour I'étude de
I'endomorphisme induit, 0,25 point pour la conclusion par somme directe ; ¢) 1 point pour I'existence (dont
{3 orthogonale), 0,5 point pour I'unicité ; d) 0,5 point pour R, 0,5 point pour O et sa nature ; €) 0,5 point

pour les extremums, 0,5 point pour I'ellipse.

Revenir a I'énoncé du controdle
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positives

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Théoréme spectral » en maths spé puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés théoreme spectral.

Retrouvez tous les contréles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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