Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : suites et séries
de fonctions

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : convergence uniforme et continuité 3 points
Exercice 2 : Etude de la suite de fonctions x~n(1 — x) 5 points
Exercice 3 : Une série de fonctions exponentielles 6 points
Exercice 4 : Probleme : la fonction zéta de Riemann 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : convergence uniforme et
continuité (3 points)

a. Théoreme de la double limite. Soit @ un point adhérenta I (éventuellement —+go ). On
suppose que (fﬂ:l converge uniformément sur I vers f et que, pour tout 7, fn admet
une limite finie £, en a.Alorslasuite (£,) convergeversunréel #,et f(zx) — £
quand I — 4 . Autrement dit:

Alm ) 1—1>H}roo fo(z)=_lim lim [ (z).

b. Soit a £ F et &> 0.Parconvergence uniforme, il existe unrang N tel que
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E
|fN - f|m < 7 . Ensuite, comme fN est continueen @, il existe & = (0 tel que, pour
tout x € I vérifiant |z—a| < &, onait |f \(z) — f (@) < = . Pouruntel &, l'inégalité
triangulaire donne alors :

+5+

olm

olm

Colm
Il
o

|f(e) = fla)l < 1F(e) = f @)+ 1S () = f (@) + 1] () = fla)] <

Donc | est continue en tout point @ de I, c'est-a-dire continue sur 7T .

Erreur fréquente : choisir le rang IV en fonction de . Le rang doit étre choisi avant I, grace a la
norme infinie : c'est exactement la que sert I'uniformité.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour les hypothéses (convergence uniforme, limites £,, finies), 0,5 point
pour la conclusion ; b) 2 points : 0,5 point pour le choix de N, 0,5 point pour la continuité de f w1
point pour I'inégalité triangulaire et la conclusion.

Exercice 2 : Etude de la suite de fonctions x*n(1 — x) (5 points)

a. Si © € [01],alors ™ — 0, donc fﬂ(ﬂ?} — 0.5 £ =1,alors fnlil:l = 0 pour tout
.. La suite ':fﬂ:l converge simplement vers la fonction nulle sur [D,l] .

b. Lafonction [, est polynomiale, donc dérivable, et pour tout = € [01] :

fil(a:) =nzh1l(l-z)—2z" = :L‘n_l(ﬂ — (n+l)$).

Ainsi f:q est positive sur [ ; ﬂi_,_l] et négative sur [ni—i—l’ ] . Le tableau de variation est donc

le suivant.



_n_
o 0 n+1

signe de f;l::t?} + puis 0 puis —

variations de . . , . Co
0  croissante jusqu'au maximum, puis décroissante

mn

Comme f,, 2 0 sur [0,1], on obtient :

vone |£,|_ = i)

o0

P

c. Ona (ﬂiﬂ)n — ez{p(—n ln(l + %)) .Or pn 1n(1+%2 — 1, donc ce facteur tend vers
ﬁ .

Par conséquent :

. L \ . 1
e—1 par continuité de I'exponentielle. De plus |

1

Fal ~ 0.
X0

La suite {fn:l converge donc uniformément vers 0 sur [0,1], avec |fn|
Lece]

d. Pour = € [0,1[,ona nx™ — 0 par croissances comparées, et ¢,.(1) =0 : (g,)
converge simplement vers (. Deplus &, = 7 fn , donc, d'apres b) :

n
9, =atilat1) —— e t#0,

La convergence de l:gn:l n'est donc pas uniforme sur [D,l] .
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Soit maintenant @ € [0,1] . Comme ni—i—l — 1, il existe unrang " tel que ﬂiﬂ = @ pour
— T _
M 2 Mg, Pources 7, 9, estcroissante sur [0,a], donc &Eﬂ% 9,] = na™ (1 G},qui

tend vers 0. La convergence est donc uniforme sur [0,a].

+oo
e. Pour = € [0,1], la série géométrique donne S(z) = {l—ﬁ}z ™ = {l—ﬁ}ﬁ = .
n=1

Pour = =1, .5'(1} = 0 . Ainsi § n'est pas continueen 1 .Or chaque fn est continue :
si la série convergeait uniformément, sa somme serait continue d'apres I'exercice 1. La série
E f,, me converge donc pas uniformément sur [0,1] .

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 point pour la dérivée factorisée, 0,5 point pour le tableau, 0,5
point pour la valeur du maximum ; ¢) 1 point : 0,5 point pour la limite =—1, 0,5 point pour I'équivalent
et la conclusion ; d) 1,5 point : 0,5 point pour la convergence simple, 0,5 point pour la non-uniformité, 0,5
point pour la convergence uniforme sur [D,r:&] ; €) 0,5 point.

Exercice 3 : Une série de fonctions exponentielles (6 points)

1 1 1 1
a. Pourtout = = 0,0na 0<up(r) < 17 5.donc |uyg| = 13.3-0r {75~ 3
terme général d'une série de Riemann convergente. Ainsi Uy converge normalement, donc
uniformément, sur [0,+co[ . Chaque %n étant continue, § est définie et continue sur

[0,400] .

b. Ona ug(x) = let,pour n > 1, uy(z) =+ Oquand = — +oo . La convergence étant

uniforme sur  [0,4oa[ , le théoréme de la double limite donne S{x) — 1+ 0 = 1. Donc
lim S(x) =1,

T — oo

Ensuite, pour = >0 :




a—2 —
Or l_e_i, = T. le e:: et le second facteur tend vers (I : ce majorant est donc un
ole=%) . Ainsi  S(z) — g + ole™7T), soit S(x) —1 ~ ET
nr
. Chaque Ugp estdeclasse ¢l et wulix) = 1-|— 7 . La série Zuﬂ converge

simplement sur ]0,~++co[ d'aprés a). Soit ensuite @ > 0.Pour = > a :

ufy(2)] < [y 78 < =7,

et E e~ ™% est une série géométrique convergente car e % < 1. La série des dérivées

converge donc normalement sur tout [a,+oo[ . Par le théoréme de dérivation terme a terme, §
+co

est de classe ¢l sur ]0,4oco[ et SI'@:' = - nli:;x

n=1

1 1+'I12 1 ™
a(l+n2) — n(1+n2) = 1tfn2- Pour x >> (0, les deux séries

ci-dessous convergent, donc on peut séparer :

. On vérifie d'abord l'identité : % —

Comme —In(l-g) = Z}: T pour |g| <1,avec g = &%, on obtient

o +co
SII:;E:I = In(l —e=%) 4+ B(x) .ot 0 < B(z) < Z ﬁ . La fonction B est donc
n=1
bornée.

Ensuite, |n(l—e—%) = lnz + 1n(1_3_$) , et le second terme tend vers |n 1 = 0 . Puisque

5'(=)
In =

In t — —co, onen déduit —y 1-Donc .5";{1:) ~ Inz quand 1 — 0T,

Enfin, pour = € [0,1], S estcontinue sur [0,z] et dérivable sur [0,z . L'égalité des

accroissements finis fournit ¢, € ]0,z[ tel que w — 5*’@33:, .Quand £ — 0T,
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Cop — 07, donc ce taux tend vers —co . Ainsi S n'est pas dérivable en [ : sa courbe
y admet une tangente verticale.

tangente verticale en 0 — y=5(x)

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la majoration normale, 0,5 point pour la continuité ; b) 1,5 point : 0,5
point pour la double limite, 1 point pour I'équivalent ; ¢) 1,5 point : 0,5 point pour la dérivée des termes, 1
point pour la convergence normale sur [a,—I—CO[ et la conclusion ; d) 2 points : 0,5 point pour la
décomposition, 0,5 point pour le logarithme, 0,5 point pour I'équivalent, 0,5 point pour la non-dérivabilité.

Exercice 4 : Probleme : la fonction zéta de Riemann (6 points)

a. Pour x =1, lasérie de Riemann Z # converge, donc ¢ est définie sur |1,4co[ . Soit

a>1.Pour =z > ae mn>1,ona D{#E#,et Z%

converge donc normalement sur  [&,40o] . Les termes étant continus, ¢ est continue sur chaque
[¢,+00[ . Comme ]1,4co[ est la réunion de ces intervalles, ¢ est continue sur

1,400 .

converge. La série



1
1—$=1et$

quand = — 400 . Par le théoréme de la double limite, ({z) — 1 quand = — 400 .

b. La série converge uniformément sur [2,4co] . De plus, —s Qpour m =2

Inn

c. On écrit # — e—T Inn :chaque terme est de classe (1, de dérivée — LSoit a1
14a Inn In n p. lnm 11'1'-’1
et b:T}l.Pour £ > a,ona T | S Ra Or Y Ta = la- IJIE_H:J donc
lian — o(#) : la série des dérivées converge normalement sur [a,+co[ . Avec la

convergence simple de a), le théoréme de dérivation terme a terme donne que ¢ est ¢l sur
1,4o0[ , avec:

@) = <Y B <o
-3 <o
Y f M—

Donc ¢ estdeclasse (! et strictement décroissante sur |1,4+oof .

d. Lafonction ¢ —s #~ % est décroissante sur [ [ Pour tout & = 1, onadonc
k41 E +co
di 1 1 dt dt 1
f t_‘r E k-_‘r , et pour .';Q E 2 , _“q: ‘::_: f = - En sommant, pUlS avec f t_;l: e m
k - 1

L < ¢(z) et ((z) -1 < 2y

En multipliant par = —1> 0, ilvient 1 < {(z—1)((z) < = . Par encadrement,
(#-1)C(x) — 1 quand 5 — 11 .Donc ¢(z) ~ ﬁ en 1+.

e. Pour x =1, les séries convergent absolument. On peut donc regrouper les termes pairs :

F(z) = C(z)—2-277¢(z) = (1-21"7)¢(x).
n—l
Pour x = 1, lasuite (#) décroit vers [J. Le critére des séries alternées assure donc la

1
convergence et majore le reste : |Rn{ﬂ?}| < (ﬂ+1)$ < n+1 - Ce majorant ne dépend pas de &
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ettend vers 0 :la convergence est uniforme sur [1,400][ . Par conséquent, F' est continue
sur [l4+oo[,et F(1)=1In2.

Enfin 1 —9l—7 — ] _ p—lz—DIn2 (z—1)ln 2 quand z — 11 . Ainsi:

—
|
—
T
5
ot
el
=
]
—

(z=1)¢() = s ——

|
el
=
&0
|

On retrouve _ 1M n (z-1)¢) =1,
r—1

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour la continuité sur la réunion ; b) 0,5 point ;
¢) 1,5 point : 0,5 point pour la dérivée des termes, 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour le signe ; d)
1,5 point : 1 point pour I'encadrement, 0,5 point pour I'équivalent ; e) 1,5 point : 0,5 point pour l'identité,
0,5 point pour la convergence uniforme, 0,5 point pour la limite.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controéle : suites et séries de fonctions

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Suites de fonctions » en maths spé et «
Séries de fonctions » en maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés suites de fonctions,
séries de fonctions.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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