Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : séries
numériques et sommation des équivalents

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : sommation des relations de comparaison 4 points
Exercice 2 : Nature de séries par d'Alembert et équivalents 4 points
Exercice 3 : Comparaison série-intégrale 4 points
Exercice 4 : Série alternée et produit de Cauchy 3 points
Exercice 5 : Probleme : développement asymptotique de la série harmonique 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : sommation des relations de

comparaison (4 points)

a. Théoréme. Soient (v, ) une suite de réels positifs et {1y ) une suite réelle telle que
Up ™ Un

Si z Uy converge, alors Z Ugn converge et les restes sont équivalents :
Rp(u) ~ Bpv).
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Si Z Uy diverge, alors Z Uy diverge et les sommes partielles sont équivalentes :
S ~ Spy).

b. Soit £>>0.Comme wuny — vy = ofvy,),ilexiste N telque [ug —v| < vy pourtout
k > N .Enparticulier, |ug| < (1+¢€) vy pour k > IV . Lasérie Z UL, & termes

positifs, converge : par comparaison, E Uy converge absolument, donc converge.

Pour n = IV, I'inégalité triangulaire (passée a la limite dans les sommes partielles) donne :

400 +o0
[Rp(u) = Ry(v)] < Z jup — vl < ¢ Z v =€ Ry(v).
k=n+1 k=n+1

Cecivautpourtout € >0 : Rpu) — By{u) = ol B,{W) .Donc Ryuu) ~ Ry(v).

c. Soit £>>0 et IN comme en b). La série Z Uy diverge, car up = (1 —¢€) vy pour
k> N (avec £<1) et Z vy est une série positive divergente. Pour 7 = N

N-=1 n
15 (u) =5, (V)] £ Z |uk - Ukl + € Z v, < Cpn +e5,(v),
N1
ot Oy = Z |”k_“k| ne dépend pas de 7. Comme Z’uﬂ est positive et divergente,
k=0

Splv) = 4oo:ilexiste N1 2 N telque Cpy < eS5,() pour n > IN7. Alors
S () — Sp(v)| < 22 55().

Ainsi S,(u) — Spv) = o S,), cest-a-dire S,{u) ~ 5,v).



Baréme : a) 0,5 point par cas, hypothése de signe comprise ; b) 0,5 point pour la convergence de

Z Uy , 1 point pour la majoration des restes ; ¢) 0,5 point pour la découpe au rang IN, 0,5 point
pour I'absorption de la constante, 0,5 point pour la conclusion.

Erreur fréquente : oublier I'hypothese de signe constant sur {ﬂn:l ; sans elle, le théoréme est faux.

Exercice 2 : Nature de séries par d'Alembert et équivalents (4
points)

1
a. Le terme Up = :;1;3 est strictement positif, et :

Comme g, ln(l + %) — 1, cerapport tend vers % < ]1.D'apres la régle de d'Alembert, la
série converge.

2n)!
b. Leterme U, = ((uj—ﬂjyl est strictement positif, et :
.

Unpr _ (2n42)(2n+1) _ 2(2n+1) |

Uy

“lefTl) 4
mi1)?xs = s(in) " Feolg <l

D'apres la regle de d'Alembert, la série converge.
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c. Pour m =21, 1_.;;.35% > (), et comme % — 0, 1—cos% r ﬁ La série de Riemann

Z ﬁ converge (exposant 2 =1 ). Par comparaison de séries a termes positifs

équivalents, la série converge.

i)
est strictement positif et ;:1 — ﬂi-l-l a4 — 0.

b
d. Leterme v, = %

. L. \ . n . .
Si a < 1,lasérie converge (d'Alembert). Si o >1, % — oo par croissances comparees
. la série diverge grossierement. Si a = 1, la regle ne conclut pas, mais on reconnait la série
harmonique : elle diverge.

Baréme : 1 point par série ; en d), 0,25 point pour le rapport, 0,25 point par cas.

Exercice 3 : Comparaison série-intégrale (4 points)

a. Sur [2, +oo[ ,lafonction ¢ — t1n ¢ eststrictement positive et croissante, comme produit de
fonctions positives croissantes. Donc f est décroissante et positive. Une primitive de [ est

F:t = In(lnt), car pl(z) = %
n
k41 k
Par décroissance, pour k > 2, f f < f(k) . etpour k>3, flk) < f f-En
k kE—1
sommant :
n+1

In(In(n+1)) — In(In 2) = f F<5,< f(2)+ f f=3 1111 5+ 1n(In n) — In(ln 2).
2 2



—_ f(t) = m
0,8 - rectangles [k, k + 1] X [0, f(k)]
0,6
0,4 1
0,2
0 T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Le minorant tend vers 420 : la série Z ;;fﬂ diverge. De plus,
Infn+1) = Inn + ln(l + %) , donc :

In(1 4+ 1/n)

In(In(n+1)) = In(ln n) + ln(l + T) = In(In n) + o(1).

Les deux bornes s'écrivent donc In{ln %) + CG({1). Comme In{ln n) — 400, on divise par

- Sn -
In{In n) et le théoréme des gendarmes donne In(n ) —* L Ainsi Sy ™~ In(ln n).

b. La fonction * — % est décroissante sur |0, +co| . Pour k& > 2,
E+1 k

kL f vk On somme pour % allantde n—+41 a —oo, lesintégrales

ml*:h
—+
|9-.

k
généralisées convergeant
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Bareme : a) 0,5 point pour la décroissance et la primitive, 1 point pour I'encadrement, 0,25 point pour la
divergence, 0,75 point pour I'équivalent ; b) 1 point pour I'encadrement, 0,5 point pour I'équivalent.

Exercice 4 : Série alternée et produit de Cauchy (3 points)

a.Ona a, = (—1)" b, avec b, = ﬁ .Lasuite (by) est positive, décroissante, et tend

vers [J.D'apres le critere spécial des séries alternées, E a, converge.

b. Ona |G&n| = < 1, divergente. La

[l [l

1 1 - ,
~ — 75, terme d'une série de Riemann d'exposant
série n'est pas absolument convergente : elle est semi-convergente.

(=D (~1)n—* (0"
EtDm—k+1)  JELDm—E+D)
donc le méme signe (—1) . D'aprés I'inégalité arithmético-géométrique :

. Tous les termes de ©xn ont

c. On calcule QL p =

JEF (D) < B okt ng2




SN 2 .
Chacundes % —+ 1 termes est donc au moins égala —5+ en valeur absolue, d'ou

n+32
len| > EET—:_EH' Ce minorant tend vers 2, donc (cy) ne tend pas vers 0.

La série Z cy diverge grossierement. Le théoreme sur le produit de Cauchy exige que les
deux séries soient absolument convergentes, hypothese en défaut d'apres b).

Baréme : a) 1 point (trois hypothéses du critére citées) ; b) 0,5 point ; ¢) 0,5 point pour le signe commun,
0,5 point pour la minoration, 0,5 point pour la divergence et I'hypothése manquante.

Exercice 5 : Probleme : développement asymptotique de la
série harmonique (5 points)

a. Pour n > 2, wn:Hn—Hn_l—lnn—I—ln{ﬂ—l}Z%—HHT:%—HH(l—%)

, o 2
Le développement limité ln{l — ;[‘;:] = —1 — % + QI:;]_?E:] en (,avec 5 — %,donne

1 1 1
Wy = —7,7 —I_O(ﬁ) ,donc 1w, ~ -

La série E —wWy, estdonc, a partir d'un certain rang, a termes positifs, et équivalente au terme
T
d'une série de Riemann convergente. Elle converge. Or Upn = Uy + E Wy : parle lien suite-

série, la suite () converge.

N
b. Pour N >n, Upy —Un = . Z lwk . En faisant tendre IV vers oo, on obtient
=mn+
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On applique le théoreme de sommation des équivalents dans le cas convergent (exercice 1)
avec —uly ﬁ , la suite (ﬁ) étant positive et de série convergente. Les restes sont

équivalents : w,, — 7y ru ER‘H . D'aprés I'exercice 3 b), R, % .Donc 1, — ¥ ro ﬁ .

Autrement dit, Uy —F = ﬁ 4+ g(%) , Soit :

anlnn+7+ﬁ+o(%),

1 - e uU,=H,—Inn
Y+ 55

——- y=0,5772

0,9 -




an

c. Ona = Hq, — H, . Avec le développement de b), appliqué en 2 puisen 7 :

=

E=mn+1

S
S

HQR—HR=ln(?n)+7+ﬁ—lnn—qf—i+o(

comme In(2n) —lnn =In2et = — L L on obtient

4n " 3n — " 4n
an 1

L= lnﬁ—ﬁ—i—o(%).
k=n+l

d. D'apres c), le terme général vérifie ¢, = Hn, — H, —In2 ~ —41—?1 . Il est donc négatif a

partir d'un certain rang. La série Z —1t, estalors a termes positifs, équivalents a ceux de
%2 % , divergente. La série Z i, diverge.

Baréme : a) 0,25 point pour W, 0,5 point pour I'équivalent, 0,75 point pour la convergence de {uﬂ}
; b) 0,5 point pour I'écriture en reste, 1 point pour le théoreme cité avec ses hypothéses, 0,5 point pour le
développement de X ,, ; c) 1 point; d) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : séries numériques et sommation des
équivalents

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries numérigues et vectorielles » en

maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés séries numérigues et vectorielles.
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Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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