Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : séries entieres et
développements usuels

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : lemme d'Abel et rayon de convergence 3 points
Exercice 2 : Deux rayons de convergence 4 points
Exercice 3 : Développements usuels et calcul de sommes 5 points
Exercice 4 : Une équation différentielle résolue par série entiere 4 points
Exercice 5 : Probleme : une récurrence et sa série génératrice 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : lemme d'Abel et rayon de

convergence (3 points)

a. Lemme d'Abel. Soit zi:?é 0 tel que {ﬂn zg’} soit bornée. Alors, pour tout =z vérifiant

2| < |2-’D| , la série .y 2™ converge absolument.

Démonstration. Soit M tel que |ap z(| < M pourtout m,etsoit z telque |[z|<|zg|.

o |
npose g = € [0,1] - Alors :
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n
|G*n 3n| — |@n ZT[]Ll ‘Ziﬂ < M g"

Or la série géométrique Z M g™ converge, car U < g < 1. Par comparaison de séries a

termes positifs, E Gyn Z converge absolument.

b. Le rayon de convergence est B = sup{?‘ > 0:(a, r™) est born[?][?]e} € [0,4o0]. L
série converge absolumentsi |z| < i et diverge grossiérementsi |z|> A .

c. Soit Z an £™ derayon R >0 etdesomme S sur |—R F[.La série dérivée

Z nagn z7 "] alemémerayon R .Deplus, S estdeclasse ¢ sur |-R, F[ et
Iy = 32 o gt i st)(0)
S'(x) = Z NGy T ; en particulier o — :

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour I'énoncé, 1 point pour la majoration géométrique et la conclusion ; b)
0,5 point ; ¢) 1 point : 0,5 point pour le rayon conservé, 0,5 point pour la régularité et la formule.

Exercice 2 : Deux rayons de convergence (4 points)

a. La série est lacunaire : on ne peut pas appliquer la régle de d'Alembert aux coefficients. On
I'applique donc a la série numérique. Pour = ?‘é 0, on pose Uy = Nl |g|’” =0 . Alors:

u 12
EE = (nh1) oD = () [P

|2:| < 1, cerapport tend vers [ par croissances comparées, donc la série converge
absolument. Si |2:| > 1,alors uy = n! > 1, etle terme général ne tend pas vers 0 : la série
diverge grossierement. Le rayon de convergence vautdonc F —= 1.



. G _ (n241) — nt 1
i. Par la quantité conjuguée, = = . Comme 2 r ,
| 9 Vil +n  Jnititn vnitl e n

on obtient g, r ﬁ . Deux séries entieres dont les coefficients sont équivalents ont le

A n "
méme rayon. Or le rayon de Z Lf_n vaut 1, car le rapport nt+1 tendvers 1 .Doncle
rayon de 2 dn T vaut 1.

i. Pour © =1: ap>0et gy ™ ﬁ,terme général d'une série divergente. Par

comparaison de séries a termes positifs, E iy, diverge.

Pour £ = —1 :le dénominateur /nZ41-4n croitstrictement vers =00 .Ainsi (ay)
H
est décroissante et tend vers (. Par le critére spécial des séries alternées, Z (-1} ap

converge.

&
Erreur fréquente : écrire EH pour la série lacunaire, alors que la plupart des coefficients sont nuls.
n

Bareme : a) 1,5 point : 1 point pour le rapport et le cas |z| <21, 0,5 point pour la divergence grossiére ;
b) i) 1 point : 0,5 point pour I'équivalent, 0,5 point pour le rayon ; ii) 1,5 point : 0,5 point pour = = 1,1
point pour & = —1 (décroissance justifiée et critére cité).

Exercice 3 : Développements usuels et calcul de sommes (5

points)

+oo
n
a. Pour [t[<1,0na % = Z —1)" t™ , derayon 1.On peut primitiver terme & terme sur

]-1,1[ sans changer le rayon. Comme In{140) = O, il vient :

400 n—
In(14z) = Z # ™ x € |-11].

n=1
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o0
A 1 n ,
De méme, en remplagant ¢ par ¢Z,ona 102 = E : (—1)" £27 pour |t| <1.Puis, en
=

primitivant avec arctan 0 = 0 :

= Y
arctan r = Z Sl g2ntl p e ]-11].
o

Les deux développements ont pour rayon 1 . La figure montre que les sommes partielles
approchent l'arctangente sur |—1,1[ et s'en écartent au-dela.

1,5 1 i i
1- ! !
i _.-—-'1:-4-‘_
051 | NN
\ | AR
TN —
\ i i \
—0,5 SN 1 | \
\“7—.'5""" — y =arctanx
-1 i - == somme partielle S,
i —:= somme partielle S
15 i ----- somme partielle Sq
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

+co
i. Sur |-R,R[,ona (1+z)y/(r) = Z ({n—i—l}aﬂ_l_l +n aﬂ) z™ . Par unicité des

n =
coefficients, I'équation équivaut a (ﬂ+1}6&n+1 +nay, = &y pourtout 7, soit:



a—n ala—1).. (a—n+1)
Gpi1 = prl 9n donc a, = - :

o — =
- mn4l
d'Alembert, il existe une unique série solution, et son rayon vaut 1.

On 41

Comme Q N, aucun @y n'est nul, et o

— 1 .Parlaregle de

i. sur ]-L,1[,onpose A(z) = y(z)(1+z) . Alrs:

h'(z) = (1+2) ¢ Y (Q+2)y! (z) — a y(z)) = 0.

La fonction A est donc constante sur l'intervalle ]—1,1[, égale a hl:ﬂjl =y = 1. Ainsi

+oo _ i
(1+£)a _ Z ale—1). . .I(cc n+1) =7 pour |$| <1,

.
n=>0
+oo 1
c. Pour |d:| <1, on dérive terme a terme 2.3 zh = I—r puis on multiplie par T :
n =

400
n " = Lz

(l_ﬂg = (1_1')3 . Donc :

T _ (—x)4+2r  14x
(1—m)2)

d
En recommencant, on calcule ﬁ(

Bl
*
BIIC
+
8
b3

Enfin, avec 1 — ¥ 8 = 6.Donc ;'—:6.

[ |l
DCIII—“
e
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Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour le logarithme, 0,5 point pour I'arctangente, 0,5 point pour la
primitivation justifiée et le rayon ; b) i) 1 point : 0,5 point pour la récurrence, 0,5 point pour le rayon ; ii) 1
point ; ¢) 1,5 point : 0,5 point par somme, 0,5 point pour la valeur & .

Exercice 4 : Une équation différentielle résolue par série
entiere (4 points)

a. Sur |—R,H[,lasomme ¥ estdeclasse (z°° eton peut dériver terme & terme. D'abord :

+co +oo
zy'le)+2y/(x) = Z (n(n—l) + Qn) a, z" 1 = Z (m+1)(m+2) a4 =™
+co
Ensuite, = y(zr) = E a,._ 1" . Parunicité des coefficients d'une série entiére de rayon

o=
nonnul, ¥ estsolutionsur |—R,F[ sietseulementsile coefficient constant 201 est nul et,
pour m > 1, (m+1) {m-l-ﬁ:l&m_,_l +a,_._1 = 0. C'est bien la condition annoncée.

O

=0 i = 1 , a =0
b. Comme G4 , la relation Gp i1 At D) (nt D) donne par recurrence &g .

_ G2k
“o0k4+2 T T(RE+D(2E+3)

Pour les indices pairs, avec n. = 2k-1, on obtient . Par

récurrence :

_ (=nF
Dok = 2k+1)! Yo

En effet, la formule vaut pour % = 0, etsielle vautaurang k, alors
(_1)k+1 ag (_1)k+1 ag
Dok+2 T (2E41) (2E+2)(2k+3) T (2E+3)




- 2k N .
Pour = ?é 0, la série Z m converge absolument par la regle de d'Alembert, puisque le

':rg . .
rapport (2k+2)(2k+3) tend vers ( :lerayonest —oo. De plus, pour & ?é 0

400 ﬁc mg;g —l— k 72k+1

Z 2k+1 Z 2k+1) = S,

Ainsi {1:) T ?é 0, et y(D} = G, avec un rayon infini.

c. Réciproquement, pour tout %, la série obtenue vérifie les conditions de a) sur [R . Les solutions

développables en série entiére sont donc les fonctions + — ag 8112, prolongées par

Gy en 0,avec &g € R,

Baréme : a) 2 points : 1 point pour les dérivations et le décalage d'indice, 0,5 point pour I'unicité des
coefficients, 0,5 point pour @1 = 0:p1,5 point : 0,5 point pour les coefficients, 0,5 point pour le
rayon, 0,5 point pour la somme ; ¢) 0,5 point.

Exercice 5 : Probleme : une récurrence et sa série génératrice

(4 points)

a. On montre par récurrence forte que 0 < fr < k! pourtout k.Clestvraipour k = (0 et
k = 1.Supposons-lejusqu'aurang n = 1 .Alors Tp41 = tp +nity_1>0 et:

tprr <nl+nn=1)!=2n"<(n+l)n!'=(n+l)!

car n+12>2. Ansi,pour |z|<1,

t n - -
ﬁ' z™| < |z|" . terme général d'une série
convergente. Le rayon de f est donc au moins 1.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

+co

T
b. Sur ]—1,1[, la dérivation terme & terme donne f’{;p} — Z "';Tl £™ . D'autre part :
n=>0
¢ by o+ nt,
(o) 1) = 5% on 4 §F ik o 2 4 §F tatntar
n=0 n=1 n=1

or t1=tg=1et tp+niy_1 = Lhy] pour 1 = 1.Les deux séries coincident,

donc f'(z) = (142) f(z) sur ]-11[.

c. C'est une équation linéaire d'ordre un. La fonction 1 — f{gg} e T z2/2 3 une dérivée nulle
sur ]—1,1[, donc elle est constante, égale a8 f(0) = tg = 1. Ainsi f(z) = ¢* T+ z2/2
pour |z|<1.

_ ! z2f2 _ _x2k
d. Les séries €7 = Z qb et € - Z ok 1 ont un rayon infini. Leur produit de
7 >0 E>0
Cauchy a donc pour coefficientde 1™

n/2 | . .
2k k1" (n—2k)!

i
Cp =
k=0

Ce produit vaut  f{z} sur ]—1,1[. Par unicité des coefficients, t—"’i‘ = ¢, - On obtient bien la

formule annoncée.

Vérification : par la récurrence, tp =141 =2, t3 =24+2x1 =4,

tg =443x2=10e tg =10+4x4 = 26. Parlaformule,

e =1+ 5 ><1§D><: 5 + ) XHEDX 1= 1+10 415 = 26. Les deux calculs donnent

tg = 26,

Enfin, la série de f coincide avec le produit de Cauchy, dont le rayon est infini. Le rayon de
convergence de f estdonc oo, et f{g;} — ¥ + x2/2 sur .



Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la récurrence, 0,5 point pour le rayon ; b) 1 point; ¢) 0,5 point; d) 1,5
point : 0,5 point pour le produit de Cauchy, 0,5 point pour I'unicité et la formule, 0,5 point pour la
vérification et le rayon infini.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : séries entieres et développements
usuels

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries entieres » en maths spé puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés séries entieres.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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