Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : polynome
minimal, noyaux et Cayley-Hamilton

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 4 points
Exercice 2 : Polynéme minimal d'une matrice 5 points
Exercice 3 : Polyndmes annulateurs 4 points
Exercice 4 : L'algebre K[u] 3 points
Exercice 5 : Codiagonalisation 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (4 points)

a. Posons P = P{Pq. Comme P71 et Pqy sontpremiers entre eux, le théoréme de Bézout
dans K[X] fournit Uy et Ug telsque U1Pj) 4 UqgPy =1 .Enévaluanten u
(morphisme d'algébres & — €{w)), on obtient

Ul(u) o Pl(u) -+ UQ(’U,) o PQ(U) = 1d g.

Rappelons aussi que deux polynémes en 4 commutent.

Inclusions. iz € ker Pi(u), alors Plu)(z) = Pg{u}(Pl{u} {:J:}) = 0. Donc
ker P1(u) C ker P(u), etde méme ker Po(u) C ker Plu) .
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La somme est directe. Soit = € ker P1(u) N ker Pylu) . La relation ci-dessus donne

e = U10)( P10)() + U Pa) @) = 0.

La somme vaut ker P(u). Soit = € ker P(u).Posons £y = Uglu) o Py(u)(x) et
Ty = Ul(u:l 0 Pll:u}{,ﬂ?:l yalors T = Ty + Lo . De plus,
Pilu)(x) = Ug(u}(P{u} {:J:}) = 0,donc 2, € ker Py{u) . De méme,
Ty € ker Polu)

Ainsi ker P{u) = ker P1(u) @ ker Po(u).
Généralisation. Si P71, ..., P, sont deux a deux premiers entre eux, alors F'{ est premier avec
Pq... P, Unerécurrence sur r donne alors

ker (P1...Ppi{u) = ker P1(u) @ ... B ker Pp(u).

b. Théoréme de Cayley-Hamilton. Pour tout u € L£L{F), ona ;{ﬂ{’t&} = 0. Ainsi Xy estun
polyndme annulateur, donc M., divise X . En particulier, deg Mo, <n,

Bareme : a) 3 points : 0,5 pour la relation de Bézout évaluée en i, 0,5 pour les inclusions, 0,5 pour
l'intersection nulle, 1 pour la décomposition % = %1 <+ Zq , 0,5 pour la généralisation ; b) 1 point : 0,5
pour I'énoncé, 0,5 pour la conséquence.

Exercice 2 : Polyndme minimal d'une matrice (5 points)

1
a. Le calcul ligne par colonne donne A2 = ( % ) A 4 2Fq. Par conséquent,

2

1

1
(A+13)(A—2I3)=A%?—A—2]3=0.

Le polynéme (X + 1)(X — 2) annule A .

b. Le polynéme minimal 4 divise (X + 1){X — 2) . 'il était de degré 1, A serait de la
forme cI3,cequiestfaux. Donc i, = (X + (X -2) = X?-X -2,

c. Le polynéme # 4 est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable. Les valeurs
propres sont exactement les racines de 4 : Sp(4) = {~1,2} . Notons o et S leurs
multiplicités: o+ 5 =3 et trd = —a+ 25 = 0.Onobtient S =1let o = 2.



Donc x , = (X —I—I}E{X —2).

d. La valeur 0 n'est pas valeur propre, donc A est inversible. De 42 — 4 = 21, on tire
1 N _ 1
AXE{A—IB}:IE.AInSI A 1:§{A_13:,,

e. Lereste estde degréauplus1: X" = (X + 1)(X — 2)@, +apX + by . En évaluant en
2 puisen —1,onobtient 2a, + b, = 2" et —Qy + by = {—1)“. Par soustraction,
T n .
3a, = 27 —(=1) .l vient

7 7i 73 7
_2 (", 2t 2=
An = 3 P U = 3
Enévaluanten A ,etcomme #4(A) =0, ontrowe A" = a,A +b,13.
I n b n
Les coefficients diagonaux de 4" valent % , les autres valent # .

Vérification : pour m = 2,ontrouve Gn =1 et by = 2 ,soit A% = A 4213,

Baréme : a) 1 point; b) 1 point : 0,5 pour la divisibilité, 0,5 pour I'exclusion du degré 1 ; ¢) 1 point : 0,5
pour la diagonalisabilité et le spectre, 0,5 pour les multiplicités ; d) 0,5 point ; €) 1,5 point : 0,5 pour la
forme du reste, 0,5 pour le systéme, 0,5 pour les coefficients de 4™ .

Exercice 3 : Polyndmes annulateurs (4 points)

a. Lepolyndme X3 — X = X(X — (X +1) annule A etil est scindé a racines simples sur
[.Donc A estdiagonalisable sur [ . De plus, toute valeur propre est racine d'un polynéme
annulateur:  Sp(4) C {-1,0,1}.

b. Ecrivons 4 = pPA P—lavec A = diag{Ay,.. . An) et A; € {~1,0,1}. Alors
A2 — pAZp—1, et }E— =1 si A ?é a, };;-3 — ( sinon. Ainsi tr{AE} est le nombre
de A; non nuls. C'est exactement lerang de A , égal a celuide A puisque les deux matrices
sont semblables. Donc  rg(A) = tr(A2) .

c. Le projecteur vérifie p? = p :le polyndme X(X —1}, scindé a racines simples, I'annule. Le
lemme des noyaux donne  F = ker p @ ker(p —id) , donc P est diagonalisable, de
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matrice diag(l,...1,0,...,0) dans une base adaptée. Sa trace est le nombre de 1, qui est
aussisonrang: rg(p) = tr(p).

La symétrie vérifie 52 — id, et X2 -1 = (X —1)(X +1) avec X -1 et X +1
premiers entre eux. Comme ker{s2 — id:l = F, le lemme des noyaux donne
E = ker(s —id) @ ker(s +1d) : s est diagonalisable.

d. D'abord, det(B)E = det(BQ} = det{_In) = (_1}n . Un carré de réel est positif, donc
(-1)" =1 : n estpair.

Ensuite, si } est une valeur propre réelle de vecteur propre T, alors _o — B2y — 321,
donc )&2 — —1,cequiestimpossible. Ainsi B n'a aucune valeur propre réelle : elle n'est pas
diagonalisable sur R.Enrevanche, X2 +1 = (X —2)(X 4 1) estscindé a racines
simples sur C etannule B .Donc FE estdiagonalisable sur C.

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point : 0,5 pour la forme diagonale de A2, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 1 point :
0,5 pour le projecteur, 0,5 pour la symétrie ; d) 1 point : 0,5 pour la parité, 0,5 pour la diagonalisabilité sur
R etsur (.

Erreur fréquente : affirmer que Sp(Ad) = {—1,0,1} . Un polynéme annulateur ne donne qu'une
inclusion ; par exemple, A = I, vérifie A3 — 4.

Exercice 4 : L'algéebre K[u] (3 points)

d—1 d—=1
a. Liberté. Si Z akuk = [0 avec des &g non tous nuls, le polynéme Z ak}(k est un

polyndme annulateur non nul, de degré strictement inférieur a ¢ . Cela contredit la définition de
M., . La famille est donc libre.

Caractére générateur. Soit P € K[X]. La division euclidienne donne £ = &+ B avec
deg B <d.Comme g (1) =0, onobtient P(u) = R(u), qui est combinaison linéaire
de id, u,...,ud—1l.

La famille (id, u,..., ud~!) estunebasede K[u],et dimKlu] =d =degu_.



b. Supposons #H{U} =0 :alors #,, = XQ avec deg@ = d —1. Par minimalité,
Q) 0 ;ilexistedonc = telque y = Qw)(x)# 0.or uly) = p (u)(z) = 0, donc
U n'est pas injectif, donc pas inversible.

Réciproquement, supposons ¢ = ,uu{[]} ?‘3 0, etécrivons t,, = X& +¢ . Alors
uo Qu) = Qu) ou = —cid.Donc u estinversible, d'inverse —%Q{u} .Ainsi u est

inversible si et seulement si JL&H(D} ?é 0, etalors —1 — —%Q(u] € Kfu)-

Pour la matrice de I'exercice 2, My = X2 _XxX-32= X(X - ]_:I —2.lci ¢ = =92 et
Q=X-1,dot 41 = é{A — Iﬂ,comme trouvé en 2 d).

Baréeme : a) 1,5 point : 0,5 pour la liberté, 0,5 pour la division euclidienne, 0,5 pour la dimension ; b) 1,5
point : 0,5 pour chaque sens, 0,5 pour I'application.

Exercice 5 : Codiagonalisation (4 points)

a. Soit & € Ey(u).Alors ulv(z)) = vu(z)) = Av(x), donc w(r) € E(u) . Chaque
E () eststable par v.

b. Comme v est diagonalisable, #,, estscindé & racines simples. Pour = € F3{u), ona
H,U(’U}\:l l(d?:l = L&ﬂl:’t-':l {:t?:l = 0. Ainsi M, annule Y3, et le polyndme minimal de V3, divise
K. .1l est donc lui aussi scindé a racines simples. Par conséquent, ) est diagonalisable.

c. Comme u est diagonalisable, B = N EE?( jE}x'(”:' .Dans chaque B3 (u} , choisissons
plu

une base de vecteurs propres de 3, ce que permet b). Ces vecteurs sont propres pour ¥, et
aussi pour  puisqu'ils sont dans E;,%{u:l . La concaténation de ces bases est une base de F,
car la somme est directe. Il existe donc une base de vecteurs propres communsa u et v.

d. Le calcul donne MIN = ([‘mfa}r?] g é‘;i ,

vérifie que M(1L,1) = (3,3), M(1, -1) = (-1,1), N(L1) = (3,3) et
N(1,-1) = (1, -1) . Lamatrice P estinversible ( det P = —2 ). Ainsi
P-lpP = diag(3, —1) et PINP = diag(3,1).

}) — NM .Avec P = ([Haa@r?] : g L ) on

e. Si U et v ontdes matrices diagonales 1?1 et IJq dans une méme base, alors
DDy = Diqgldq, car deux matrices diagonales commutent. Donc % © ¥ = ¥ © i,
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Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point : 0,5 pour I'annulation de Y3 par ., , 0,5 pour la conclusion ; ¢) 1
point ; d) 1 point : 0,5 pour la commutation, 0,5 pour P et les matrices diagonales ; e) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : polynd6me minimal, noyaux et
Cayley-Hamilton

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Polyndmes d'endomorphismes » en
maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés polynomes d'endomorphismes.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths spé sur ce theme

e Contrble de maths spé : DS de réduction des endomorphismes
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