Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : ouverts, fermés,
adhérence et continuité

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : fermés et continuité 3 points
Exercice 2 : Parties remarquables de M_n(R) 5 points
Exercice 3 : Intérieur et adhérence d'une partie du plan 4 points
Exercice 4 : Applications linéaires continues et normes subordonnées 3 points
Exercice 5 : Probleme : prolongement d'égalités par densité 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : fermés et continuité (3 points)

a. Enoncé. Une partie 4 de K estfermée si et seulement si, pour toute suite I:Gtk:l d'éléments
de 4 quiconvergeversunvecteur £ & F,ona ¥ € A.

Supposons A fermée, et soit {ak} une suite de A delimite # . Supposons par I'absurde
£ ¢ A Comme E \ A estouvert,ilexiste r>0 telque B, r) C E\ A . or
|f1;: - €| < T pour Jk assez grand, donc Gp ¢ A :c'estabsurde. Ainsi £ £ A .
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Réciproquement, supposons la propriété vérifiée et montrons que & \ A est ouvert. Soit

T 5?_5 A . Supposons qu'aucune boule B(a:, %) ne soit incluse dans & \ A :on choisit alors

Gy € A avec o — | :::%. La suite (Gk:' de A convergevers £ ,donc x £ A :
contradiction. Une boule centrée en I est donc incluse dans F \ A, qui est ouvert :
A est fermée.

b. Soit £ € fTHU).Comme f(x) € U et U estouvert,ilexiste &0 telque
B(f(x),e) C U .Parcontinuit¢ de f en x,ilexiste 7> 0 tel que
v —z|<n = |fly) — flz)] <e.Pour y € Bz, n),onadonc f(y) € U, soit
Yy € J1'f_1|<U:|.Ainsi Bz, n) C f_l{U:l,et f_l(U:l est ouvert.

Si (7 estunferméde F',alors f_l{G} = B\ f_l{F \ G} estle complémentaire d'un
ouvert. L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un fermé.

Bareme : a) 0,5 point pour I'énoncé, 0,75 point par implication ; b) 0,75 point pour les ouverts, 0,25 point
pour les fermés.

Exercice 2 : Parties remarquables de M_n(R) (5 points)

a. Chaque application coordonnée M — mt-j- est linéaire et vérifie |mﬁ-j-| = M1 . elle est 1-
lipschitzienne, donc continue. D'apres la formule :

le déterminant est une somme de produits d'applications coordonnées. Les sommes et produits de



fonctions continues a valeurs réelles sont continus : det est continue. Enfin,
GLn{[R} = det_l{lﬁ*} ,0U [R* estunouvertde [E.Parimage réciproque d'un ouvert,
GL,(R) est ouvert.

. La matrice 4 — }—j Iﬂ est non inversible si et seulement si }—j est valeur proprede 4 .Or A
posséde au plus 7t valeurs propres réelles, racines de X 4 . Il existe donc Fp tel que, pour
P = Py, % n'est pas valeur propre (on prend Fq plus grand que les inverses des valeurs

propres strictement positives). Pour F = By, Ap = A — % I, est inversible.

De plus, |AP — A| — }—j — [1. Toute matrice est donc limite d'une suite de matrices inversibles.
Par caractérisation séquentielle de I'adhérence, GL,(R) est dense dans M, (R).

. Pour I, J partiesde {l... mn} & r +1 éléments (possiblecar r 41 < n ), onnote
61, 7(M') le déterminant de la matrice extraite de M surles lignes I et les colonnes .f.
Comme ena), &I, J estune somme de produits de coordonnées, donc continue.

D'aprés le résultat admis, rg M < r sjet seulement si aucune matrice carrée extraite de taille
r + 1 n'est inversible, c'est-a-dire si et seulement si tous les 81, 7(M ) sont nuls. Donc :

R, = () 05 7((0}).
I, J

Chaque SEIJ{ {0}) est fermé, comme image réciproque du fermé {0} par une application
1
continue. Une intersection de fermés est fermée : K, est fermé.

Baréme : a) 1 point pour la continuité du déterminant, 0,5 point pour I'ouvert ; b) 1 point pour l'inversibilité

(spectre fini), 0,5 point pour la densité ; c) 0,5 point pour la continuité des mineurs, 1 point pour la
traduction du rang, 0,5 point pour la conclusion.
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Erreur fréquente : écrire que R, est fermé « car c'est le complémentaire de GLH(IR) » i cen'est
vraiquepour r = n —1.

Exercice 3 : Intérieur et adhérence d'une partie du plan (4

points)

a. Les applications f : {:J:, y} — 1+ yg et g: {:J:, y:l —+ 1 sont continues sur R
(polynomiales en les coordonnées). On a :

D = f71(]=c0,1[) n g=1(]0, +oo]).

Chaque ensemble est I'image réciproque d'un ouvert de [ par une application continue.
L'intersection de deux ouverts étant ouverte, [} est ouvert.

b. D'abord, IJ estunouvertinclusdans A ,donc D C [Ymathring?]A . Ensuite, soit
s = (zr,0) € § et r>0.Lepoint (:1?, —%ﬂ) appartientd B(s, r) maispasa A, car
son ordonnée est striccement négative. Aucune boule centrée en 5 n'est donc incluse dans 4 ,
et s %‘ [\mathring?]4 .

Ainsi [\mathring?]d = I,

sl 2
c. Posons H = {{;]g}ﬂg tyes 1’} et F'= H U([1,2]x {0}) . l'ensemble FI est
1 — ]

fermé, comme intersection des images réciprogues f_l{]—o:u, 1) et g—1([0, +oo[). Le
segment [1, 2] x {0} est fermé : c'est I'intersection de I'image réciproque de [1, 2] par

(z,v) = = etde g—1({0}).Donc F' estfermé. Deplus, A C F',car

[0,1] x {0} C H . L'adhérence étant le plus petit fermé contenant A , on obtient A4 C F'.



Réciproquement, les points de [1, 2] x {0} sontdans A .Soit ¢ € H ;pour & > 1, on pose

pp = (1 l)q—l'kc avec ¢ = ( ).Sonordonneevaut (l—g)yq—kﬁ}ﬂ , et
I'inégalité triangulaire donne :

‘pk‘5(1—%)|q|+%|m51—%+21—k=1—§—k<1.

Donc PkEDCA,et Py — 9 :ainsi qeﬁ.

_ R 2
Conclusion: A — {S’?DE tyes 1’} U ([1, 2] x {0]).

1 -
0,5 1
0 - ®
-0,5 -
-1 0 1 2

Baréme : a) 1 point ; b) 0,5 point pour l'inclusion de I3, 1 point pour les points de 5 ; c) 0,75 point
pour l'inclusion dans F' fermé, 0,75 point pour I'inclusion réciproque par les suites.
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Exercice 4 : Applications linéaires continues et normes

subordonnées (3 points)

a. Notons © = max Z |Gf£j| . Pourtout  ettout 7 :
3

1 1
|(Az).| = Zl a;; | < Zl (0] 1100 £ 57 1%100.
J= J=

Donc |U':1?:'|OO <5 IT1~ . D'apres le critere de continuité des applications linéaires, u est
continueet |[|ul| < S.

Soit % un indice réalisant le maximum, et I’“j =1y %‘D g >0, ﬂﬁj = =1 Ssinon. Alors

1Tloe = 1 et li‘d]“‘ﬂ::'ﬁ'lj - Z |a’én j"| =5 , donc |“{$}|OO =5 Ainsi |ul| =S.
J

b. Les sommes des lignesvalent 1 +2 = 3 et 3+1 =4 ,donc |[|u]| = 4.Ladeuxieme
ligne n'a que des coefficients positifs : on prend = = (1,1}, et Az = (-1, 4) vérifie bien
Azl = 4.

c. Laforme ¢ estlinéaire, et |@(f)| < |f(1)] + |f(0) < 2 |f|m : elle est continue, avec
|||f{3'||| ‘::_: E.POUF fD:t — 2t -1 ,0Nna |f|:||oo =1 et f,ﬂ{f[]:l - 1—(—1:1 = E,Donc
lell=2.

Baréme : a) 0,75 point pour la majoration et la continuité, 0,75 point pour le vecteur qui réalise I'égalité ;
b) 0,5 point ; ¢) 0,5 point pour la continuité, 0,5 point pour la valeur exacte.



Exercice 5 : Probleme : prolongement d'égalités par densité (5

points)

a. Soit & € F.Comme A estdense, T estadhérenta A : par caractérisation séquentielle, il
existe une suite (dg) de A quiconverge vers x.Parcontinuitéde f et & en =,
fldg) = flz) et g(dp) — glz).or f{dg) = g(di) pourtout k. Par unicité de la
limite, f(z) = g(x),donc [ = g.

b. Si A estinversible, AB = A (BA)A~l :lesmatrices AB et BA sontsemblables.
Pourtout ©, =1, —AB = A(x T, - BA)A~l, donc
det(z I, — AB) = det(z I,, — BA). Deux matrices semblables ont le méme
polynéme caractéristique: X 2 = X 34.

c. Le coefficient d'indice (%, 7) de AP vaut Z}:: %k bk; : c'est une fonction linéaire des

coefficients de A . Les coefficients de =z I, — A B sont donc des fonctions affines, donc
continues, de A4 . En les reportant dans la formule du déterminant, on voit que

A — det(;t? I, - AB) est une somme de produits de fonctions continues. Elle est continue,
et de méme pour A — det(r I,, — BA).

d. Fixons B et z.Les deux applications de c) sont continues sur M, (R} et coincident sur
GLy(R) dapresb). or GLy,(R) estdense (exercice 2). D'aprés a), elles sont égales :
XAB(:F} = XBA{:E‘:' pour tout réel £ et toute matrice A .

Le polyndme X 45 — X B4 aalors une infinité de racines. llestnul: X 45 = X g4 pour
toutes matrices 4 et E.

e. L'application h : Af — M2 — A4 est continue, car chaque coefficient de  A{M ) est
polynomial en les coefficients de A4 . Comme P —= h_l({[]]}, P est fermé.

2
; At A 1 1 1 :
La matrice nulle appartienta P . Enrevanche, pour & > 2, (E Iﬂ) =3 I, ?é 2 I, la
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suite (% Iﬂ) converge vers [ sans étre dans P . Aucune boule centrée en [ n'est donc

incluse dans 7 . P n'est pas ouvert.

Baréme : 1 point par question ; en d), 0,5 point pour I'égalité des fonctions polynomiales et 0,5 point pour
I'égalité des polynémes ; en e), 0,5 point pour chaque réponse.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : ouverts, fermés, adhérence et
continuité

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Topologie et continuité » en maths spé
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés topologie et continuité.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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