Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : normes, boules
et normes équivalentes

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : normes usuelles sur K™n 3 points
Exercice 2 : Normes sur des espaces de fonctions et de polyndmes 4 points
Exercice 3 : Boules unités dans le plan 3 points
Exercice 4 : Fonctions chapeaux et normes non équivalentes 4 points
Exercice 5 : Probleme : suites de matrices et valeurs d'adhérence 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : normes usuelles sur K*n (3

points)

a. Unenorme sur A estune application N : B — R qui vérifie, pourtous =,y € E et
tout A € K :

la séparation N(z) = 0 = = = 0 ; 'homogénéité N{X x) = |A| N(z) ; linégalité
triangulaire N{z +v) < N(z) + N{y).
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b. Soit + £ K™ et % unindice tel que |:t?,¢;| = 1Tlgg .

2 2
D'abord, EAVIES |35i:| < g |5'3;;| = ””%,donc ITl00 < 1Ty,

_ 2
Ensuite, |£|% _ Z}:: |$k| + Z |£k| |$f| Z lm% ,diot 1Tl S 1Ty,

kEF1
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ appliquée aux vecteurs {1, R 1} et
I:|$1|1 SO |5E‘.r1|:I :
n n 5 1/2
T = Z I x|z, <m Z E = VI IT1q.

_ 2
Enfin, '*f'% = Z |$};| =n 'm%o,donc VT 1Tl S VT X VA 1Tl = 7 1T,
k

La chaine d'inégalités est démontrée.

Baréme : a) 1 point (0,5 point si un axiome manque) ; b) 0,5 point par inégalité, Cauchy-Schwarz devant
étre cité.

Exercice 2 : Normes sur des espaces de fonctions et de

polynomes (4 points)




a. Pour f € B, lafonction f’ estcontinue surle segment [0, 1], donc bornée: IN(f) estun
réel positif. L'homogénéité vient de  |X F(0)] = || [F(0)] etde |X f’r|m = |A| |ff|m.
L'inégalité triangulaire découle de | f{0) + g(0)| < |f(0)| + |g(0}| et de I'inégalité triangulaire
pour oo .

Séparation :si IN(f) = 0,alors f(0) = Oet f/ =0 sur [0,1].Lafonction f estdonc
constante sur l'intervalle [0, 1], égalea f{0) = 0. Ainsi ]V est une normesur F.

I
b. Soit = € [0,1] .Comme f estdeclasse ¢l, flz) = f(0)+ f F' (&) dt . Alors :
0

xr

F@I < 15O+ [ 101t <170 + 217 < V()
0

En passant a la borne supérieure sur I, |f|oo < N':f:' .

c. Pour n =1, |§ﬂ|m =1 et g;{:ﬂ) = n "1 donne |§’1{1|0Q = " donc
N(gﬂ) =0+4+mn = n Silexistait S>0telque IN < 5 -, ,onaurait n < S pour
tout 7, ce qui est absurde. Les normes W et '‘'co ne sont donc pas équivalentes.

d. Une fonction polynomiale est continue sur le segment [0, 1], donc bornée : la borne supérieure
existe. L'homogénéité et I'inégalité triangulaire se démontrent comme pour la norme de la

convergence uniforme. Pour la séparation, si [%uff] |P| =0 ,alors P s'annule en tout point de
3

[0, 1] . Il posséde donc une infinité de racines. Par conséquent P —= 0, et I'application est
une norme sur R[X].

Bareme : a) 0,5 point pour homogénéité et inégalité triangulaire, 0,5 point pour la séparation ; b) 1 point ;
¢) 0,5 point pour les calculs, 0,5 point pour la conclusion ; d) 0,5 point pour I'existence, 0,5 point pour la
séparation.
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Exercice 3 : Boules unités dans le plan (3 points)

a. La condition max(|z|, [y]) <1 équivautda -1 <z <let -1 <y <1: B, estle
carré plein de sommets (4 1, =1} . Danslequadrant = > 0, % = O, la condition
lz| + [y| £ 1 sécrit = + vy < 1, etles symétries par rapport aux axes donnent le reste :
B est le losange plein de sommets (4 1,0) et (0, £1).

—_ ufl. =<1
1.0 - — Jullh=1
= Jul. =}
0.5 1
0.0
0.5 -
—1.0-
—1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

b. Pour u = (z,y),ona max(|z|,|v]) < |z| + |v| £ 2max(|z|, |v]). L'égalité alieu &
gauche pour 4 = (1,0) eta droite pour u = (1,1} : les constantes sont optimales.



Si 1wl < %,alors uty < 2 % — 1.5 1wy <1 alors Iulg < 1ty < 1. ponc

BCO(D, %) C By C B, ceque montre la figure.

c. Soient u,v € Bffa,r) et t € [0,1]. Comme
(1-t)ut+tv—a=(1-t)(u—a +t{—a),linégalité triangulaire et I'homogénéité
donnent :

(l—t)uttv—a|<(l-thu—ai+tiw—a<(l—t)r+tr=nr

Le point (1 —%)u + £ v appartient a la boule : celle-ci est convexe.

Baréme : a) 0,5 point par boule, avec la justification ; b) 0,5 point pour I'encadrement et I'optimalité, 0,5
point pour les inclusions ; ¢) 1 point.

Exercice 4 : Fonctions chapeaux et normes non équivalentes (4

points)

a. Pourtout t £ [D, l], |f':f:'| < |f|m . Par croissance de I'intégrale,

1
7 < [ 171, dt = 171, -vone 17l < |l
]

b. Sur [[j] %] , fn est continue comme composée de fonctions continues. En  » — % la

premiere formule donne | — 5, x 5 = (., valeur de la seconde : les deux expressions se
raccordent, donc [, est continue sur [0, 1] (et % <lcar n=2)
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La fonction fn est affine croissantede (0 a 1 sur [[j L

= |, affine décroissantede 1 a 0
sur [% ,ﬁ] puis nulle. Elle est positive et atteint son maximum 1 en

Lol =1
- it d'un tri 2 1,2 L
L'intégrale est 'aire d'un triangle de base Z et de hauteur 1 : |fﬂ|1 =5XnXl=mn.

c. Supposons qu'il existe a => 0 tel que |f|

o < Of|f|1 pourtout f € F.Avec [ = f
onobtient 1 < Z,s0it 7 < & pourtout n > 2 :c'est absurde.

Il n'existe pas de telle constante :

"1 soit dominée par

les deux normes ne sont pas équivalentes, bien que
'.'O'O .

d. Comme |fﬂ —

Al

|1 ':fﬂ:l converge vers la fonction nulle dans (5 )

Supposons que {f :l converge vers ¢ pour '“'co . Pourtout I,
|f (z) - glz)| < |f _§| , donc fnliﬂi‘:l — g{z) . or fﬂ(ﬂ) = 0,etpour >0,
f_(x) =0 deés que n}%.Amsi g = 0, puis |f - |

o 1 he tend pasvers [ :
contradiction. La suite ne converge pas dans I:F . Oojl

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour la continuité, 0,5 point pour chaque norme ; c¢) 1 point; d) 0,5
point pour chaque espace.

Erreur fréquente : conclure a la non-équivalence a partir de la seule inégalité |f|1 = |f|
1 [H 4

oo o Clest
I'absence d'inégalité dans l'autre sens qu'il faut prouver

Exercice 5 : Probleme : suites de matrices et valeurs
d'adhérence (6 points)




a. Pourtous %, 7,ona |':Mk:'z'j - Léﬂ < N(Mp - L) s N(Mpy — L) — 0, chaque
coefficient converge donc vers celuide I .

Réciproquement, si les quatre suites de coefficients convergent, alors

N(My - L) = Hi?a*j?{ |(Mk:'éj = Li5| est tle maximum de quatre suites de limite nulle : il
tendvers 0. La conv,ergence pour [N équivaut a la convergence coefficient par
coefficient.

b. Unvecteur # estune valeur d'adhérence de {ﬂs‘k} s'il existe une application o:IN — IN
strictement croissante telle que ﬁg(k:, — £ g Ly — £, toute suite extraite converge aussi
vers # ; par unicité de la limite, # est la seule valeur d'adhérence.

Oncalcule A2 = —Ig,donc A% = Iy.Pourtout P, A%P = 5, adp+l _ 4,
A%P‘l‘g = —Jqyet A4P+3 — _ A . Ces quatre suites extraites sont constantes : fg, A
, —f5 et —.A sontdes valeurs d'adhérence de (Ak':l . Elles sont distinctes, donc la suite

(AX) diverge.

V2
2 k
Ry Hyp = Hp 4, on obtient Rpa = Rypjg . donc:

c. Comme Cos% = sina—r = ona B = % Rﬂf‘l . Par récurrence, grace a

k
BF = (‘/2—?) Rr /4, N(Bk) — 9~ k/2 max(‘cos%’r

, Sin’%’r‘) < o k/2,

Comme 9—k/2 _, g, lasuite (BX) converge vers la matrice nulle.

d. Le signe de (—1}“ dépend de la parité de 71, et goshTﬂ ne dépend que du reste de 7

modulo 3. Pour 7 = &p + T, on obtient :
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Amar

La premiére coordonnée de “gp+r differede + 1 de Epl—i— -+ quitendvers 0, etla

seconde est constante. Les suites extraites {U5p+r}p convergent donc vers £ = (1,1},

£1 = £ = (—1, —%), £ = £4 = (1, —%) et £ = Ii—l, ljl.

Réciproquement, soit £ une valeur d'adhérence, limite de ':Ug(;:j:' . Les six classes de restes
modulo 6 recouvrent N, donc I'une d'elles, disons 1, contient & {k) pour une infinité de k. On
en extrait une sous-suite de {Ug(k):' , qui converge vers £, et qui est aussi extraite de

(U5p+r)p , donc converge vers £... Par unicité de la limite, £ = £,..

(1,1,

L'ensemble des valeurs d'adhérence est < (1 _2)
] ]




(-1, 1) (1, 1)
1.0 - o o Yo
0.5 1
e termesu, 1=n=60
X valeurs d'adhérence
0.0
(-1, -2 (1, —1)
—0.5 1 oo 3 oo o
-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Baréme : a) 0,5 point par implication ; b) 0,5 point pour la définition et I'unicité, 0,5 point pour les
puissances, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point pour I'écriture  p F.g , 1 point pour la majoration et
la limite ; d) 1 point pour les six suites extraites, 1 point pour I'absence d'autre valeur d'adhérence.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : normes, boules et normes

équivalentes

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Espaces vectoriels normés » en maths
spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés espaces vectoriels normés.
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Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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