Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : intégrales
généralisées et intégrabilité

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : intégrales de Riemann et comparaison 4 points
Exercice 2 : Intégrabilité de x™a In x sur ]0, 1] 4 points
Exercice 3 : Une intégrale convergente non absolument 4 points
Exercice 4 : Intégration par parties et changement de variable 4 points
Exercice 5 : Probleme : équivalent d'un reste d'intégrale 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : intégrales de Riemann et

comparaison (4 points)

+oo 1
a. Enoncé. L'intégrale f t—;f converge si et seulement si a = 1. L'intégrale f f—g converge si
1 0
et seulementsi o < 1.
X
Démonstration. Pour X =>1 et o ?é l,ona ff—t = % . Cette quantité a une limite

1
finie, égale a ﬁ ,Si a>1.Elletendvers oo si & <1.Pour o = 1, l'intégrale vaut
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In X — 4oo.

1
tu - 1—ey 11—
E
etvers 4+oo si a>1.Pour & = 1,ellevaut —Ine — “4oo. Les deux critéres sont

démontrés.

De méme, pour € € J0,1[ et a1, dt _ 1 —el=2 e tend vers si <1,

b. Enoncé. Si 0 ‘fi f < gsur [a,b] etsi g estintégrablesur [a,b[,alors f estintégrable
b

sur [r:&b ,/f < fg Par contraposée, si | n'est pas intégrable, & non plus.

Démonstration. On pose  F'(r) = ff pour = € [a,b[ .Comme f >0, F est

croissante. De plus Flz) < fg < fg . Par le théoreme de la limite monotone, F' admet

b
donc une limite finieen p. Ainsi f est intégrable, avec ff < fg .

c. Si f et g sontpositives et continues par morceaux sur [a,b[ , etsi f(z) ~ g(x) quand
z — b,alors [ estintégrable sur [a,b] sietseulementsi 9 I'est.

Baréme : a) 2 points : 1 point par critére (calcul sur un segment et discussion compléte, cas o = 1
compris) ; b) 1,5 point : 0,5 point pour I'énoncé, 1 point pour la preuve par la limite monotone ; ¢) 0,5
point.

Exercice 2 : Intégrabilité de x™a In x sur ]0, 1] (4 points)

a. Lafonction [ estcontinuesur ]0,1] :seule la borne O pose probléme. On étudie

@ = £ In <.

Cas a>>—1.0npose ¢ = r‘IT_I,quivériﬁe —1<c<a.Alors



z [In | _ plat1)/2 ln | — O par croissances comparées, car % > 0. Donc

a:-ﬂ
|fa{a:}| = o(z) en 0.0r £ — x€ = J:L est intégrable sur  ]0,1] , puisque —c <1

—rC

(critere de Riemann). Par comparaison, fa est intégrable.

Cas a < —1.Pour z € ]0,e~!],ona |lnz|>1et £9> =1 car = <1.Donc

|fﬂ{a:}| > ,:1_1: , qui n'est pas intégrable en 0. Par comparaison, [, n'est pas intégrable.

Ainsi [ estintégrable sur ]0,1] si et seulementsi o > —1.

b. Soit @ > —1et & € ]0,1[ . On intégre par parties sur le segment [g, 1], en dérivant 1n = et

Lo a qatl
en primitivant 9 en atl
1 1 1
_ | zot! z® _ _g%tlne 1-—gotl
/walnxdw_{a+llnx} —/a+1d$_— atl  — 3
| € A (a+1)

Comme a—+1>0,ona za+l s 0 et za+l|pz — 0 quand z —s Ot . Par conséquent

1

a R S
r%lnxdr = (at1)?

1
Par exemple, pour g = 0, on retrouve f Inrdr = =1.
0

Erreur fréquente : intégrer par parties directement sur ]D,l] sans vérifier que le crochet a une limite
finieen 0.
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Baréme : a) 2 points : 1 point pour le cas a == —1 (fonction de comparaison et critére de Riemann), 1
point pour le cas @ < —1 ; b) 2 points : 1 point pour l'intégration par parties sur le segment, 1 point
pour le passage a la limite et le résultat.

Exercice 3 : Une intégrale convergente non absolument (4

points)

a. Pour X > 1, lesfonctions o —s % et £ — —cosz sontdeclasse ¢l sur [1,X].Par
intégration par parties :

xT

X X

i X
[5113}27 dr — [_cog:c]l _fc%szm do — Cosl_co}s(X_/coszx dr.
1 1

D'une part, % — 0. D'autre part, |Ci%| < ﬁ , intégrable sur [1,+oo] : la derniére

[ece]
.o . . .. sin T
intégrale a donc une limite finie. Ainsi f 5 dxr converge.
1

b. Comme |sinz| < 1,0na sin® r = |sin x| - |sin z| < [sin x| . Ensuite,
sin? £ = %. Donc, pour X > 1:

X X X

|sin z| 1 dzx 1 cos 2z
1 1 1
X
La méme intégration par parties qu'en a) montre que f % dx aune limite finie. En
1

revanche, %ln X — Joo . Le membre de droite tend donc vers o . Par conséquent,



r — % n'est pas intégrable sur [1,—|—f::o[ : I'intégrale est semi-convergente.

c. L'intégration par parties de a), menée sur [X, ¥| puisavec ¥ — 400, donne
+aoo +co +co

cogt df 1
v < f =i Donc
X

ml

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 point pour l'intégration par parties, 1 point pour les deux limites justifiées ; b) 2
points : 0,5 point pour I'inégalité, 0,5 point pour la convergence de l'intégrale en cosinus, 1 point pour la
divergence et la conclusion ; c) 0,5 point.

Exercice 4 : Intégration par parties et changement de variable

(4 points)

a. Lafonction ¢ — ¢™ e—t est continue et positive sur [0,4co[ . Deplus, #2.3" e—t 4 [
par croissances comparées, donc the—t = o(tl—g) en —oo. Lafonction ¥ — tl_ﬂ est

intégrable sur [l,—|—r:cu[ par le critére de Riemann. Par comparaison, [, est bien définie.

b. Pour X > 0, on intégre par parties sur [0, X] :

X X

X
/ tntl o=t g¢ = [—t”‘H e_t}o (n+1 / t" e—t dt.
0 0

Le crochet vaut — X m+1-.—2X  quitend vers 0 .En faisanttendre X vers -0, on obtient
+oo

Tpai1 = {n—|—l} I, . Comme Iy = f e—t dt = 1, une récurrence immédiate donne le

0
résultat. Donc I, = n! pourtout .
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c. L'application ¢ :u — u? estune bijectionde |0,4co[ sur ]0,+oo[, declasse ¢l et
strictement croissante. Le théoréme de changement de variable affirme alors que

+co +oo
f "t e—t d¢ et f ud” e—u? 94 du sont de méme nature et égales en cas de
0 0

convergence. Par conséquent :

—+ 00
n! = 2 wlntl g—u? g4
0

+aoo
Donc f qantl g—u? gy, — %!.Pour n = 0, on retrouve bien
0

+oo "

o2 =
fue ’Hdu_[— 5 1:] =
0

b

Baréme : a) 1 point ; b) 1,5 point : 1 point pour la relation (crochet justifié), 0,5 point pour I, = n! ;¢
1,5 point : 0,5 point pour les hypothéses du changement de variable, 1 point pour le calcul.

Exercice 5 : Probleme : équivalent d'un reste d'intégrale (4

points)

a. Lafonction ¢ —y o—t2 est continue sur [0,4co[.Pour £ > 1,0ona £2 > £, donc
0 < e—t2 < e—t, fonction intégrable. Elle est donc intégrable sur [0,+oo[ , et R(x) est
+co
bien défini. Ensuite, R(;p} — f e—t2 ¢ _ f e—12 J¢ . Par le théoréme fondamental de

0
lanalyse, R estdeclasse ¢l et R/(r) = —e—72,

b. Soit 0 < x < X .Onécrit e—t* = 1 . 9% e—t? et on integre par parties sur [z, X ] :
At !



X

42
e—t? dt = {—e ;}
T

Quand X — oo, le crochet tend vers

e_*? ot Mintégrale converge car &= ﬂi 12
oz g g 2 022
D'ou la formule annoncée. De plus

—+ 00

~+ 00
_ 2
WA X

-
5
b

Ainsi £

o _jﬂ(ﬁ}(l + .5'{1:)) avec 0 < 8(z) < 53
FR(z) ro

== quand 1 — Hoo0

,donc  8(z) — O . Par conséquent

M
1 — y=R(x) [ SOOI WRUCRIHPUOHUHINRSTIEN WSRO
\ 2
0,84 1 ——= y=2¢8
\ y 2x 0,8 i
\
\
\
0,6
0,4
0'2 ’ rapport 2XR(X}
0 1 T
3 1

c. Lafonction R est positive et continue sur [0,4oo[ . On intégre par parties sur [0, ]
dérivant FH etenprimitivant 1 en x
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O ——

X
R(z)dr = [w' R(x)}g( +[xe—$2 dz = X R(X) + =42
0

_ %3
D'apres b), X R{X} . % — () . Le membre de droite tend donc vers % . Ainsi
+oo

f R(z) dz converge et vaut
]

[l ol

Bareme : a) 1 point : 0,5 point pour I'intégrabilité, 0,5 point pour la dérivée ; b) 2 points : 1 point pour
l'intégration par parties et le passage a la limite, 1 point pour I'encadrement et I'équivalent ; ¢) 1 point :
0,5 point pour l'intégration par parties, 0,5 point pour la limite.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controéle : intégrales généralisées et
intégrabilité

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrales généralisées » en maths spé
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés intégrales généralisées.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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