Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : intégrales a
parametre et fonction Gamma

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : régularité d'une intégrale a parametre 3 points
Exercice 2 : Une intégrale gaussienne a parametre 5 points
Exercice 3 : Une transformée de Laplace 4 points
Exercice 4 : Probleme : la fonction Gamma d'Euler 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : régularité d'une intégrale a
parametre (3 points)

a. Théoreme de continuité sous le signe intégrale. On suppose :
o pourtout t € I,lafonction = — f(r,t) estcontinuesur A ;
o pourtout x € A, lafonction ¢ — f{z,t) estcontinue par morceaux sur I ;

o hypothése de domination : il existe ¢ :J — [ continue par morceaux et intégrable
sur I telleque |f(z,t)| < @(t) pourtout (z,t) € AxI.
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Alors, pourtout =z € A4, t — f{:t:, t:l estintégrable sur I et 9§ est définie et continue
sur A . Il suffit que la domination ait lieu sur tout segment inclus dans .4 (domination locale).

b. Théoréeme de dérivation sous le signe intégrale. On suppose :

opourtout = € A, t — flx, t) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

o f admet une dérivée partielle % sur A x I ,continue parrapporta & et continue

par morceaux par rapporta t ;

o il existe % intégrable sur I telle que

2]
ﬁr{ﬂ:‘, t}| < () pourtout (z,t) € Ax I

(ou sur tout segment de 4 ).

d f
Alors g estdeclasse (71 sur A et 9'(z) = fﬂ'@: t)dt
I

. Supposons qu'une telle % existe. Pour % = O fixé, e¢—=t — 1 quand 5 —s 0t , doncen

passant a la limite dans e~ %% < (t], on obtient () > 1 pourtout ¢ > 0. Alors
X

f@ > X tendvers 400 : ¥ n'est pasintégrable, contradiction. Aucune domination

0
globale sur |0, +oo[ n'existe.

La continuité est une propriété locale. Soit @ > 0.Pour = > a et t > 0,

0<e—ot < eg—at et ¢ 3 g—at estintégrablesur [0, +oo[ . Le théoréme de a)
appliqué avec A = [&, +0o[ montre que A est continue sur [a, +co[ . Comme

10, +oo[ estlaréunion des [a@, +oo[ pour a>>0, h estcontinuesur ]0, +oof (ce
qui est cohérent avec h{g;} = ;1_1: ).

Baréme : a) 0,5 point pour les hypothéses de régularité, 0,5 point pour la domination et la conclusion ; b)
0,5 point pour les hypothéses, 0,5 point pour la formule de g*’ , ¢) 0,5 point pour I'absence de
domination globale, 0,5 point pour I'argument de domination sur [a, —|—r:o[ .

Exercice 2 : Une intégrale gaussienne a parametre (5 points)




a. Posons f(z, t) = e—t2cos(zt) sur R x [0, +oo] . Cette fonction est continue par rapport a
£ etparrapportd t.Pourtout (z,t), |f(z, t)] < e—1? . Lafonction # _y o—1t2 est

continue sur [0, +cof et 2 —t2 _y g en +oo,donc e—t? = o(tl—g) : elle est

intégrable sur [0, 00| . Par le théoréme de continuité sous le signe intégrale, F' est définie
et continue sur [.

b. Pourtout t, x — f(z,t) estdérivable et %@;! t) = —t E_fzsin{xt} , fonction

%@;! t}| <t e—t2 et ¢ _y +e—1t? est continue et
intégrable sur [0, 400 (car 3 ¢—t? _y (). Cette domination ne dépend pas de . Avec a),
le théoréme de dérivation sous le signe intégrale s'applique : ' estde classe ¢l sur R et

continueen T eten £.Deplus

oo
F'FI:ﬂ:‘:l = —f t E_tgsin{xt} dt.
0
c. Fixons T .Posons u(t) = sin(zt) et w(t) = %e—tz ,declasse 1 sur [0, 4oo[, avec
w/(t) = zcos(zt) et w/(t) = —te—t% . Leproduit wv vaut O en O ettendvers O
en —oco (produit d'une fonction bornée par une fonction de limite nulle). L'intégration par parties
+oo +oo
sur un intervalle semi-ouvert est donc légitime : les intégrales f 2wl et f wf 2 sont de
0
méme nature (ici convergentes) et
+ o0 —+00
F"(x) — / u(t)v!(t) dt = [u v / rcos(zt 26_’52 dt.
0 0
Le crochet est nul, donc  F'(z) = —5 F(z) pour tout réel .

d. F estsolutionsur R de I'équation différentielle linéaire 1/ —I— y = 0, dont les solutions

+oo
—rdf4 — 12 _ i i
sontles .. _y (7 , ' € E.Comme F([j] — e df = 7 1 On obtient
0

F(r) = ? e~ T4 pourtout r € .

o f
d T
donne directement une domination uniforme.

Erreur fréquente : dominer par |z|% e—1t*  qui dépend de . La majoration |sinze)] < 1

Baréme : a) 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour l'intégrabilité de «—1t2 ; b) 0,5 point pour la

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

dérivée partielle, 0,5 point pour la domination indépendante de 2, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5
point pour le choix de et %, 0,5 point pour la justification du crochet, 0,5 point pour la relation ; d)
0,5 point pour la résolution, 0,5 point pour la constante.

Exercice 3 : Une transformée de Laplace (4 points)

a. Posons f(z,t) = 13__:;2 sur [0, +oof x [0, +0o[ , continueen & eten % . Pour tout

(z,t), 0< flz, t) € litg' fonction intégrable sur [0, +co[ . Par le théoréme de
+co
continuité, G est définie et continue sur [0, +co[ et G(0) = [a,ru:ta,n t} , soit
0
GO) =3
b. Pour & € {1,2}, _ (t)f et continueen £ eten £.Soit a >>0.Pour
' i:'I: t:l 14+t2 ' '

J:Eaettlj[].

o f th _
@mk(”rcﬂt) E 1it2 Etke at:

et + —s tk e—at estintégrable sur [0, +oo[ car ¢k+2.—at _, g en —0o0.Comme de
plus t — flz,t) et ¢ %{51 £) sontintégrables, le théoréme de classe (' des

intégrales & paramétre (dominations sur [&, +0o[ ) montre que G est de classe (2 sur
[@, +oo[ pourtout a>>0,donc G estdeclasse (2 sur |0, +oof , avec

“+oo
I 12 g— i o e . .
& {g;} = f 112 d+ . Par linéarité de I'intégrale (les deux intégrales convergent) :
]
400 400
7] (t2 +1) e— %t _ 1
G (z)+ G(z) = T dt e~ Tt dt = 3
0 0

Donc G/ 4+ G = % sur |0, +oof .

—ri . .
12 < e—l  donc par croissance de l'intégrale

c.Pour z>0et >0, Ugf
+oo
0 < Gz < / e—t d¢ = L . Parencadrement, G(r) — O quand £ — 4co .
0

_|_



d. Soit x = 0. Le changement de variable w = 1, bijection ¢71 strictement croissante de
10, 4o sur lui-méme, donne

—+ 00

—+00

.re_ﬁt

$G($) — ]_—|—t2 1—|—U2X$2 du
0 0

E—u
Soit {:J:ﬂ:l une suite de réels strictement positifs tendant vers —+co et gn(’t&} = 1+ u/x2 w22
K

. Les %, sont continues, la suite {gﬂ) converge simplement vers w — ¢~ U, continue, et
|gn(u}| < e~ ™, intégrable sur [0, 4o etindépendante de 7. Par le théoréme de
+oo +oo
convergence dominée, f g_ — f e~ U day = 1 .Parla caractérisation séquentielle de
n

0 0
la limite, = G(z) — 1, c'est-a-dire G(x) r 1 quand z — +oo.

Baréme : a) 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour G{D} ., b) 0,5 point pour les dominations sur
[a, —I—-::o[ , 0,5 point pour le passage a ]D, —|—CO[ , 0,5 point pour la relation ; ¢) 0,5 point ; d) 0,5 point
pour le changement de variable, 0,5 point pour la convergence dominée avec hypotheéses vérifiées.

Exercice 4 : Probleme : la fonction Gamma d'Euler (8 points)

a. Lafonction @, :% — t~le—t est continue et strictement positive sur |0, +cof .

o En +oo: tly (t) = t*+tle—t 4 0 par croissances comparées, donc

(pm(t} = G(tl_z) et ¥, estintégrablesur [1, +oo[ , quel que soit .

o . -\'.T_l —_—
En 0: ¢ (t) ~t
comparaison par équivalents et le critére de Riemann donnent : % .. est intégrable sur
10, 1] si et seulementsi 1 — x < 1, c'est-a-dire = > 0.

tll_a: . Les fonctions étant positives, le théoreme de

I est définie exactement sur |0, +cof .

b. Soit x > 0.0n intégre par parties sur |0, 4co[ avec wu(t) = t* et v(t) = —e~t, de

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

classe ¢1.Leproduit ww(t) = —t* et tendvers 0 en (gt (car £>>0)eten +oo
(croissances comparées). Les intégrales étant convergentes d'apres a) :

+o00
T T oo -1
Iz +1) = t et dt = [—t e—t]o + ctr et dt = « I'(x).
0
+oo

Comme j"(l} = f e—t df = 1, une récurrence immédiate donne P{ﬂ —+ 1} = n! pour
0
tout n €.

. Posons  f(r, t) = tr—lg—t — Slo—DInt ¢ oy 10, 4o x ]0, 4oo[ . Pour £ fixé,
k
£ — f(x,t) estdeclasse % et ﬁ{;ﬁ ) = (In t}k tx—1z—1, fonction continue
g ok

en I eten t.

Domination sur un segment. Soit [a,b] C 10, +oo[ et = € [a,8].5i 0<t <1,
tr—1 < ga—1l;si ¢ > 1, ¢7—1 < ¢b—1 Donc, pourtout >0 :

o% f

01 o )] <, (1) = Iim e (101 4 51) et

Intégrabilité de ’f.bk. . Elle est continue et positive sur |0, +oo[ .En +oo, ?gﬂbk{i} — 0,
En 0O, |1n t|’T‘°’ fﬁf@ — ), donc |1n t|k' ja—1 — ,:;.I:fﬁfg - 1), intégrable en 0 par Riemann
car 1— % <1 ;letermeen $b—1 se traite de méme puisque b > a.Donc T'b}.; est
intégrable sur |0, ool .

Le théoréme de classe ¢7“° des intégrales a paramétre (domination de chaque dérivée partielle
sur tout segment) montre que 1" est de classe (° sur |0, +co[ et

+oo
r®(g) = f (In £)¥ to—1le—t dt .
]

+oo
. D'aprésc), 1 (;1:} = {ln t}g tx—lgz—1 d+ estl'intégrale d'une fonction continue,
0
positive et non identiqguement nulle, donc r’ {,ﬂ?:l =0 : I est(strictement) convexe.
Posons p{t} = t[a:—lj;‘?g—tf? et q(t:] = Int- t[g—ljfge_tfg . Les fonctions pg et
g2 sont les intégrandes de I'(x) et P”I:;E:l ,donc P et g sontde carré intégrable sur



]D, —|—-::o[ . L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

+00 2 +00 +

(@9
/ pg| < / p? f g2, soit I''(x)? < I'(x) I (=).
0 0 0

Irl-r.-".-"_l‘r.-"ﬂ

Comme ['>0, InI estdeclasse 2 et (In 1"}” = T

> 0: InI est

convexe sur |0, +oo[ (onditque I estlog-convexe).

e. I estcontinuesur [1,2],dérivablesur 1,2[ et I'(1) = I'(2) = 1. Par le théoréme de
Rolle, il existe a € J1,2[ telque I'/(a) = 0.Comme /0, I eststrictement
croissante, donc & est l'unique zérode '/ ,avec J/ < (J sur ]D, oa[ et 7/ = [ sur

Jex, o0l .

Limiteen 4oo : I estcroissantesur [a, +oo[ et I'(n +1) = n! = 400, donc I
n'est pas majorée sur cet intervalle et I'(x) — +co quand © — 400 .En g+, f) donne
aussi la limite +oo .

€T 0 ¥ oo
I(z) - 0 +
I'(z) +o0 décroissante o) croissante +oo

Numériquement, o == 1,46 et I'(a) = 0,886 (valeurs non exigées).
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7 —_— y =[(X)
--- y=1/x (équivalent en 0) (4 6)

0 1 2 3 4
X

f. Pour = >0, b) donne Iz = M Comme I' estcontinueen 1 d'apresc),
'z +1) — I'(1) = 1 quand £ — p+.Donc z) ~ 1 quand 5 _ gt.

I

_|_

g. P(%) — f t_lf'rge—t dt . Le changement de variable ¢ — 1,2, bijection 71
strictement crc[)jissante de 0, +oo[ surlui-méme, avec dt = 2u dw , donne
+ o0 +00
F(%) = / %e‘“z 2u du = 2/ e—u? dy = 7.
0 0
Donc P(%) = 7 , puis P(%) = %P(%) = %x %P(%),soit P(g) = B[Tﬁ

Erreur fréquente : chercher une domination de ¢z—1lg—t valable surtout ]0, +co| : elle n'existe
pas, caren 0 laborne ¢x—1 n'estpasintégrable quand = est proche de 0. Il faut travailler sur un



segment [a, b].

Baréme : a) 0,5 point pour I'étude en o, 0,5 point pour I'étude en () ; b) 0,5 point pour I'intégration

par parties justifiée, 0,5 point pour n! ; c) 0,5 point pour les dérivées partielles, 0,5 point pour la

domination, 0,5 point pour I'intégrabilité de 1 L » 0,5 point pour la conclusion ; d) 0,5 point pour la

convexité, 0,5 point pour Cauchy-Schwarz, 0,5 point pour la log-convexité ; e) 0,5 point pour Rolle et

l'unicité, 0,5 point pour le tableau et la limite ; f) 0,5 point ; g) 0,5 point pour F(l/ﬁ) , 0,5 point pour
I (5 / 2} .

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : intégrales a parametre et fonction
Gamma

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrales a parametre » en maths spé
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés intégrales a parametre.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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