Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : groupes
monogenes, ordre d'un élément et Z/nZ

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 5 points
Exercice 2 : Générateurs de Z/12Z et racines de |'unité 4 points
Exercice 3 : Ordre d'un produit 4 points
Exercice 4 : Sous-groupes de (Z, +) 3 points
Exercice 5 : Groupes commutatifs finis et ordre premier 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (5 points)

a. Soit w:& = G, k — gk .Pourtousentiers ket [,ona gktl — gk gl,donc % est
un morphisme de groupes de {E, —I—} dans & .Son image est {ak 1k € E} = (a ) =&,
donc ¥ est surjectif.

Le noyau ker ¢ est un sous-groupe de {E, —I—} ,donc il existe n £ [N tel que
ker g = nf .

Cas n = (0.Lenoyauestréduita {0}, donc % est injectif. C'est alors un isomorphisme de 7
sur (¢ ,et G estinfini.
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Cas n = 1.Pour k € Z,ladivision euclidienne donne & = gn + r avec
0<r<n-1.Comme g™ = g,onobtient gk = {gﬂ}g a”™ = a7 . Ainsi
G = {e, a, 1. .1, a'-”f_l} est fini.

Par contraposée, si (& est infini, on est dans le premier cas: (' est isomorphe a (Z, +).

Si (& estfini, % ne peut pas étre injectif ( & estinfini), donc 7 = 1 . Définissons
W:Z/nZ — G par (k) = ak . Elle est bien définie:si % = ], alors

k—lend = ker@ , donc gk = g!.C'estun morphisme, car

Wik +1) = a*fH = (k)2(1) . Elle est surjective, comme ¥ Enfin, (k) = e signifie
k € nZ,soit & — (: 1 estinjective. Par conséquent 1 estun isomorphisme, et & a
7. éléments. Un groupe monogene fini de cardinal 7. est isomorphea (Z/nZ, +).

. L'application ¢, 1k — =k est un morphisme de  (Z, +) dans G . Son noyau est un sous-
groupe de #,doncdelaforme m# avec m £ N .

Par définition, o est le plus petit entier k& > 1 telque %k — ¢ ; il existe, donc le noyau n'est
pas réduita {0} et m = 1.0r le plus petit élément strictement positif de  mZ est m . Ainsi

m — d, et kertpmzdz,

Enconclusion, #" =€ & n € ker ¢ = df & d divise 7.

Baréme : a) 3 points : 0,5 pour le morphisme surjectif, 0,5 pour la forme du noyau, 0,5 pour le cas infini,
0,5 pour la finitude quand 1. = 1, 1 pour I'isomorphisme ’u:,b bien défini, injectif et surjectif; b) 2
points : 1 pour le noyau m.#£ , 1 pour l'identification m —= d .

Exercice 2 : Générateurs de Z/12Z et racines de l'unité (4

points)

a. Le sous-groupe engendré par % est {u[\oveine?]k:u € [\mathbhbb?]Z} . Comme ]
engendre Z/nZ ,ona: k engendre Z/nZ sietseulementsi 1€ (k).

Cela équivaut a I'existence de 1 € # telque wuk = 1(mod )n, donc a I'existence d'entiers
U et U telsque wuk 4+ wn = 1.D'apreés le théoréme de Bézout, k engendre Z/nZ si
et seulementsi Lk An =1.



0
b. Les entiers de {f;4 } 11} premiers avec 12 sont 1, 5, 7 et 11. Les générateurs de 7 /127
.

sont 1, §, 7et 11.

L'ordre de § estle plus petit m = 1 tel que 12 divise 8m,, soit 3 divise 2., c'est-a-dire 3

divise m : g estd'ordre3( 3 x 8 = 24 ). De méme, 12 divise 9 équivaut a 4 divise
12
EAL12S

3m , soit4divise m : G estd'ordre4( 4 x S = 36 ). On retrouve la formule

c. Posons ,, — o2t7m/n . Onsaitque U, = {[\ema?]¥:0 < k < n,n—1}, donc
U, = { w } est monogene, fini de cardinal 7 : il est cyclique. D'apres I'exercice 1, il est
isomorphe 8 Z/nZ , par l'isomorphisme 1) : & — wk .

Un isomorphisme envoie les générateurs sur les générateurs. Ainsi les générateurs de U, sont
les o2tkm/n avec kAn =1.Pour n =12,onprend k € {1,5, 711} :les
générateurs de Uiy sont /6, Sur/6, _7am/6 et llam/6,

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la traduction 1 € ( k Y, 1 pour I'équivalence avec Bézout ; b) 1 point :
0,5 pour les générateurs, 0,5 pour les deux ordres ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour le caractére cyclique, 0,5 pour
I'isomorphisme, 0,5 pour la liste.

Exercice 3 : Ordre d'un produit (4 points)

a. Comme x et ¥ commutent, (;py}ab — $ﬂbyab — {;pﬂ}b {yb}a — e.Donc
Ey)® = c.

b. Soit z € (x )N {y).llexiste k telque z = gk, donc 2% = (£8)F = e .De méme,
»b — g . D'aprés |'exercice 1 b), l'ordre § de =z divise @ et §.lldivisedonc a A b =1,
dou § =1let z=-e Ainsi (x)N{y) = {e}.

c. Notons M l'ordrede TY ,finid'aprés a). Comme & et ¥ commutent, (;py}m — e s'écrit
£™ = y "™  Cetélément appartienta { xz ) M { v ), doncil vaut & d'aprésb).

Ainsi £™ = g et ¥ = e ,donc @ divise ™M et p divise ™M .Comme g A b =1,le

produit gb divise 7 . Parailleurs 1 divise @b d'apres a) et I'exercice 1 b). L'ordre de
Y estdonc gbh.
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d. Dans (*, commutatif, % estd'ordre 4 et ,2tm/3 estdordre3.Comme 4 A3 =1,
i e217/3 est d'ordre 12. En effet, , o217m/3 _ Tam/6 _ 2ewr X 7/12 avec 7 A 12 =1

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 pour % — zb — e, 1 pour la conclusion parle PGCD ; ¢) 1,5
point : 0,5 pour =™ = y—™ ,0,5pour gb divise ™M, 0,5 pour la conclusion ; d) 0,5 point.

Erreur fréquente : sans I'hypothése g A b = 1, lerésultat estfaux: = et 5—1 ontle méme
ordre, mais leur produit vaut € .

Exercice 4 : Sous-groupes de (Z, +) (3 points)

a. Si H = {0},alors H = 0Z.Sinon, H contient un entier non nul } , ainsi que son opposé :
H M NF estune partie non vide de [N. Elle admet donc un plus petit élément 7.

Comme H estun sous-groupe contenant 7, il contient n#& . Réciproquement, soit h & H ;
écrivons h = gn 471 avec 0 <r <n—1.Alors r =h —gn € H .Parminimalité
de m,ona r =0,donc h € nf. Ainsi H = nf.

b. L'ensemble a# -+ o6& contient 0 ; il est stable par somme et par passage a I'opposé, car
(ou + bv) — (@u/ + bv') = alu —w!) + b{v — v') . Clest donc un sous-groupe de 7, égal
a df avec d £ N, et d%[]car @ ou § estnonnul

D'abord, @ et & sontdans dF ,donc g estundiviseur communde @ et k. Ensuite, &
s'écrit au 4+ bw : tout diviseur communde @ et { divisedonc o.Ainsi d = a Ab.
Comme 12 A 18 =6, 1274 4 18F = &4 .

¢. Un entier appartienta 12# M 184 si et seulement si c'est un multiple commun de 12 et 18, donc

M:36.Donc m = 36 .

un multiple de leur PPCM, qui vaut 5

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour I'existence du minimum, 1 pour la division euclidienne ; b) 1 point : 0,5
pour la structure de sous-groupe, 0,5 pour o = a A b et l'application ; c) 0,5 point.



Exercice 5 : Groupes commutatifs finis et ordre premier (4

points)

a. L'application g — z—1lg vérifie z—l(rg) = g et z(zx—lg) = g.Cestdoncune
réciproque de Tz . Ainsi 7Tr estune bijectionde & sur (.

b. Comme Tz estune bijectionde & etque (& estcommutatif, le produitdes g estle
produit de tous les éléments de (& dans un autre ordre :

Il =)= ]] r=F

g e G heG

D'autre part, la commutativité permet de regrouper les 7t facteurs = :

[[ (zg)=2" J[ g=2"F

geG g c G

Donc ™ P = P.Enmultipliant par 2—1, onobtient ™ = e.

c. Soit £ £ G ,d'ordre d.D'apréesb), £ = e, donc, parl'exercice 1b), o divise
n = card &.

d. Soit = ?é e dans (3 .Sonordre d divise P et d ?é 1,donc d = p.Alors {x)
contient les P eléments distincts g, x, . . ., ;[‘;P_l :C'est (& toutentier. Ainsi (& est
monogene fini. (& est cyclique, engendré par tout = ?‘3 e , et isomorphe a E/pE
d'apres I'exercice 1 a).

e. Soit & d'ordre2 et ¥ d'ordre 3. llscommutentet 2 A 3 = 1,donc T4 estd'ordre 6 d'apres

I'exercice 3. Alors ( vy } a 6 éléments : c'est (7 . Le groupe est cyclique, isomorphe a
E/EE .

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 pour le changement d'indice par la bijection, 0,5 pour le
regroupement des <, 0,5 pour la simplification par P ; ¢) 0,5 point; d) 1 point : 0,5 pour l'ordre P,
0,5 pour la conclusion ; e) 0,5 point.
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Erreur fréquente : citer le théoréme de Lagrange général pour la question c) alors que I'énoncé
demande de le déduire de b). Il faut utiliser le résultat démontré.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : groupes monogenes, ordre d'un
élément et Z/nZ

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Groupes » en maths spé puis entrainez-
VOus avec les exercices corrigés groupes.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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