Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : fonctions
vectorielles, dérivation et Taylor

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : dérivée d'une expression bilinéaire 4 points
Exercice 2 : Dérivée d'un déterminant 5 points
Exercice 3 : Accroissements finis et sommes de Riemann 5 points
Exercice 4 : Formules de Taylor et inégalité de Landau 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : dérivée d'une expression
bilinéaire (4 points)

a. Enoncé. La fonction @:1 — B(f{t:l, g{t}) est dérivable sur I et, pourtout £ € I :
/(1) = B{f'(¢), (1)) + B(£(t), ¢ (1))
v y 9 y 9 :

Démonstration. Soit t € I et h ?é 0 telque ¢+ A € I .Parbilinéarité :
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p(t+h) —o(t) = B(f(t+h) — f(t), g(t+h)) + B(f(t), g(t+h) — g(t)).

On divise par A . D'abord, w — fl(z) et g(t+h) — g(t) car 7 estdeérivable

donc continue. Ensuite, le couple (w, g(t—i—h}) tend vers (f’r{t}, g{t}) et B est

continue : le premier terme divisé par A tend donc vers B( f’r{t}, g(t}). De méme, le second
tend vers B( ft), g’(ﬁ}) . La formule est démontrée.

b. Le produit scalaire est bilinéaire sur R™ » R" . Donc

éit< f), o(t)) = <ff':t:', g(t)y + { f(£), g/ (¢)) - Avec g = f et par symétrie :

LIr)? = 2 (1), £(2)).

Si | f] est constante, alors |f|? I'est aussi et sa dérivée est nulle. Ainsi  { f/(z), f(t)) = O :
f'(t) estorthogonala f(t) pourtout .

Baréme : a) 2,5 points : 0,5 point pour I'énoncé, 1 point pour la décomposition bilinéaire, 1 point pour le
passage a la limite justifié (continuité de B etde &), b) 1,5 point: 0,5 point par dérivée, 0,5 point
pour ['orthogonalité.

Exercice 2 : Dérivée d'un déterminant (5 points)

a. Chaque coefficient mg’j est dérivable, puisque A4 I'est. Chaque produit H m-:r(j],j est
J

donc dérivable, et la regle de dérivation d'un produit donne :



On multiplie par EI:J:I, on somme sur &, puis on échange les deux sommes finies. Pour chague
7, on reconnait la formule de Leibniz du déterminant de la matrice obtenue en remplacant la
. f -
colonne G; par C', . Donc det M est dérivable et

(det A1)’ Z det(cjl, - - c:rﬂ) _

b. En £ =10 ,o0na C;;(U:l = €p,le k-iéme vecteur de la base canonique. Le déterminant
det(el, . CI'{D}, .., €x | se développe par rapport aux lignes autres que la j -ieme : il
vautla 7 -iéme coordonnée de Cj (0), c'est-a-dire m ;(0) . En sommant,
_ /
(det M) (0) = Z m’,(0) = tr M'(0)

c. On développe selon la premiere ligne :

det M(t) = (1+t)((1+2¢) — t2) — ¢(¢t2(1+2¢) — 0) + 0.

D'une part, (14+%)(1 + 2t — tg} = 143t + 12 — ¢3 D'autre part,
- tg{l—i—ﬁt) = 3 4+ 2¢% . Par conséquent :

det M(t) =1+ 3t + 12— 2t3 — 2¢4,

Sadérivéeen O vaut 3.0r M(0) = Iz et M'(0) = (

fan Ty

1 0
0 1], detrace
1 2

0 =3

e

140+ 2 = 3.0n retrouve bien (det M) (0) = tr M

d. Lafonction MI(t) = I, + tA estdérivable, avec M(0) = I, et M'(0) = A.Dapres
b), (t) = det(I, +tA) vérifie (0) =1 et '.:Ib’r([]:l = tr A . Le développement limité
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& I'ordre 1 d'une fonction dérivable donne alors : det(f,, + t4) = 1 + ttr A + o(t).

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour la dérivée du produit, 1 point pour la réorganisation en déterminants
; b) 1 point; c) 1,5 point : 1 point pour le déterminant, 0,5 point pour la vérification ; d) 1 point.

Exercice 3 : Accroissements finis et sommes de Riemann (5

points)

a. Comme [ estdeclasse 1, lethéoréme fondamental de I'analyse, appliqué coordonnée par
b
coordonnée, donne f(b) - flo) = f f';{t:l d+ . Ensuite, I'inégalité triangulaire pour les
o

intégrales vectorielles donne :

b b b
fo)—t@) = | [ Fwar] < [1rwlae< [brae

ponc |f(b) — fla)| < M{b—a).

b. ona f(2m) — f(0) = (1L,0) = (1,0) = 0.0r f'(&) = (—sinc, cosc) estdenorme 1
pour tout ¢ . Il ne s'annule donc jamais. Aucun ¢ ne vérifie f(2m) — f(0) = 2 f'ilicil :
I'égalité des accroissements finis est fausse pour les fonctions vectorielles.



f'(c), de norme 1

f(0) = f(2m)

c. D'aprés I'exercice 1, ¥ est dérivable et /(t) = E_Qt(2< ), fe) - 2|f(t}|2) . Par

CFI@), F@)) < [P O] 1F0)] < £(1))%

Donc /() < 0 :lafonction ¥ estdécroissante sur [0,1] .0r @(0) = Oet ¢ > 0. Ainsi
0 < @(t) < ¢(0) = 0,donc @ = 0. Parconséquent |f(t}] = 0 pourtout £ : f
est la fonction nulle.

d. Lafonction g:t — (cosr ¢,sin t) estcontinuesur [0,1] . Orles sommes de Riemann
d'une fonction vectorielle continue convergent vers son intégrale, car c'est vrai pour chaque
coordonnée. Donc :
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La limite est le vecteur ([j] ,?—T)

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 point pour I'écriture intégrale, 1 point pour la majoration ; b) 1 point; c) 1,5
point : 0,5 point pour la dérivée, 0,5 point pour Cauchy-Schwarz, 0,5 point pour la conclusion ; d) 1 point :
0,5 point pour la justification, 0,5 point pour le calcul.

Exercice 4 : Formules de Taylor et inégalité de Landau (6

points)

a. Enoncé. Pourtous a,b € I :

b
P (h_a)k D
fo) = 3 U5 10 ey 4 [ O ) ar
k=0 a

b
Démonstration par récurrence sur P .Pour p = 0, c'est f{b} — f@ + f ff{t:l dt . vrai
)

pour f declasse ¢l.Supposons laformulevraieaurang P —1,etsoit [ de classe EP‘H

. On integre alors par parties le reste, coordonnée par coordonnée, en dérivant f(i'f’j et en
L e

rimitivant
P (p—1) !




On obtient ainsi la formule aurang F.

b. On majore la norme du reste intégral, en distinguant @ < & ou non grace a la valeur absolue :

b
(b—t)” 1 bt [b—alP*
[ ar) < Mp | [ ae] = G

|b—a|P+1

Ainsi, I'écart entre f(b) et son polynéme de Taylor est majoré par Mp-l—l—( S
D .

c.ona f(0) = (1,0), f'(0) = (O et f7(0) = (~1,0). De plus,

fm{t:l = (sint, —cos t) estdenorme 1,dou Mgz = 1.Parb):

3
2 .
(Cosx—1+%r smx—:z;') 5%*

Or une coordonnée est majorée en valeur absolue par la norme euclidienne. Donc
a 3
sing — x| < 5 ra

pour tout réel I, etdeméme |cozx —14 5

<
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écart &é%
pourx=1 \
1_
0
7
ol
—1- /
—— t(cost,sint) g
”
== XH(l—— X)
-1 0 1

Pour x = 1, l'écartvaut environ 0,164 | juste sous la borne % ~ 0,167 .

d. Soit = € R et h>0.Linégalitédeb),avec p =1 entre T et x + A, donne
||f{$_|_h:, f{a::, hf {d::,” B2 Mg . Ensuite, par l'inégalité triangulaire :

h? M2 h? Mgﬁ

| (@) < [f(@+h)] + ] f(e)] + < 2Mg +



En divisant par A , on obtient |f’{$}| < % T R él»fz . Le minimum de ce majorant est atteint

pour h:gm‘% (si Mg>0). llvautalors MqMqy+ /MgMy.Si Mg=20,

[ estnulle et le résultat est immédiat. Dans tous les cas, |f’(z)| < 2/ M7y .

Erreur fréquente : utiliser une égalité de Taylor-Lagrange avec un point intermédiaire ¢ . Pour une
fonction vectorielle, seule l'inégalité est valable.

Baréeme : a) 2 points : 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour l'initialisation, 1 point pour I'intégration par
parties ; b) 1 point ; ¢) 1,5 point : 0,5 point pour les dérivées, 0,5 point pour M=z = 1, 0,5 point pour la
majoration de |Sin r — ;t?| ; d) 1,5 point : 1 point pour I'inégalité en },, 0,5 point pour le choix optimal.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controéle : fonctions vectorielles, dérivation et
Taylor

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Fonctions vectorielles » en maths spé

puis entrainez-vous avec les exercices corrigés fonctions vectorielles.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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