Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : fonctions
génératrices et lois de sommes

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : la fonction génératrice caractérise la loi 3 points
Exercice 2 : Fonctions génératrices des lois usuelles 5 points
Exercice 3 : Somme d'un nombre aléatoire de variables 4 points
Exercice 4 : Probleme : extinction d'une population de Galton-Watson 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : la fonction génératrice

caractérise la loi (3 points)

+oo
a. La fonction génératrice de X est G x(t) = B(tX) = Z P(X = n)t" (théoreme
n=10
de transfert), 1a ol la série converge. Pour ¢ < 1,

[\big]7]P(X = n)t"[\bigl?] < P(X = n) et » P(X = n) = 1 converge: la série
converge normalement sur [—1, 1] . En particulier elle converge absolumenten ¢ = 1, donc
son rayon est au moins 1.Deplus G estcontinuesur [—1,1] et Gy (1) =1.

b. Sur ]-1,1[, Gx estla somme d'une série entiere de rayon au moins 1 . Elle y est de classe

o . , c®™oy .
(™~ et ses coefficients sont donnés par P{X _ n} _ X (unicité des coefficients
.
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d'une série entiére). Si G = Gy sur [—1,1], leurs dérivées successives en 0 coincident,
donc P(X =mn) = P(Y = n) pourtout n: X et ¥ ontméme loi.

c. Silerayon R eststrictement supérieura 1, G estdérivablesur |—R, B[ par

_|_
dérivation terme & terme et Gy () = Z n P(X = n) 1"~ a série dérivée ayant le
n=1
méme rayon R .Comme 1 € |—H, K[, la série Z n P(X = n) converge: X admet
une espérance et E(X) = ny:{l} .

Enoncé général : X admet une espérance si et seulementsi & x est dérivableen 1 (a
gauche), etalors E(X) = Gf;f_—{l} :

Bareme : a) 0,5 point pour la définition, 0,5 point pour la convergence normale ; b) 0,5 point pour la
formule des coefficients, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point pour la dérivation terme a terme, 0,5
point pour I'énoncé général.

Exercice 2 : Fonctions génératrices des lois usuelles (5 points)

o B(p: Gt)=(1-p +pt, rayon +oo.

o B(n, p) : par la formule du bindme,

G{t:' = i (1)(Pt:‘k(1 - P:‘ﬂ_k = (1 —-p+ Pi:lﬂ , polyndme, rayon —+oo |

+oo oo ' t
. G(p): G) = kzl p(1—p) itk = pty (1-pt) = T pour
= _?:U

|t|=:‘:1+P,rayon li >1.

F

[¢]

_|_
P . GE) = Z G tj M=1 rayon +oo.

b. Comme X2 = X(X -1)4+ X, X admetun momentd'ordre 2 et



E(}{E} = GE{({D + Gfx{lj . Par la formule de Konig-Huygens :

V(X) = B(X%) - E(X)* = Gx(1) + Gx(1) - Gk (1)

Pour G(p), notons g = 1—p.Alors G'(t) = p[l(;itit—ij—ngt ~ _Pgtjz et
G") = ﬂii'ﬁ,d'ou G'()=1et G'(1) = i—%.Ainsi
29 1 1 2qt+tp—-1_ 4q
V X = —5 - — — 87 — = —5°
(X) p2 TP p? p*

1 1—p
BX)=het V(X) ="

c. Si X et ¥ sontindépendantes, X et ¢¥ le sontaussi, donc
Gx4+v(t) = B(tX tY) = Gx(t) Gy (t) sur [-1,1].

o Gx4y()={1-p+ pi}n(l -p—+ pt}m =(1-p+ pt)”"'m - C'est |a
fonction génératrice de  B(n + m, p). Par caractérisation de la loi,
X+Y ~ Bn+m,p.

o Gyay(t) = T Denlt =1 — A+ WE—D donc X +¥ ~ P(A+ ).

Erreur fréquente : additionner deux binomiales de parametres P différents et conclure a une binomiale
tle produit (1 —p + pt}n(l — ol + p*’t]m n'est pas de la forme voulue.

Baréme : a) 0,5 point par loi (fonction et rayon) ; b) 0,5 point pour la formule de la variance, 0,5 point pour
les dérivées, 0,5 point pour le résultat ; ¢) 0,5 point pour &G +y = &Gy Gy, 0,5 point par loi.

Exercice 3 : Somme d'un hombre aléatoire de variables (4

points)

a. Parindépendancedes X, Gg = Gﬂxl sur [-1,1] (et Gsy =1). Lafamille
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(—N = ﬂ:'ﬂ £ [ estun systéme complet d'événements, et IV estindépendante de S
(lemme des coalitions). Pour % & [M :

P(S =k)= %P(N:n}5n=k)= _‘_zO:OP(Nzn)P(Sn=k).
n=>0 n=0

Soit t € [—1,1] . La famille (P(N = n)P(S, = F@}ﬁk’)(ﬂ,k} e N2 est sommable, car
k
Eﬂ : E}::P{N = n)P(S, = K < Eﬂ : P(N = 1) =1 p,r|c théoréme de Fubini

pour les familles sommables, on peut intervertir :

+00 $00 foo oo n
Gg(t)= > P(N =n)P(5, = k)tk = P(N =n)Gg,(t)= > P(N =n)Gx,(t)
E=0n=0 n=0 n=0

Comme |G ¢;(t)| < 1, cette derniére somme vaut G (G, (%)) . Donc
Gsg =GneGxy sur [-11].

b. D'aprés le cours, G X1 estdérivableen 1 avec GS{l(l) = B(X1).et Gy est
dérivableen 1 avec G'y(1) = E(IN).Comme GX; envoie [—1,1] dans [-1,1] et
Gx,(1) =1, lacomposée G © Gy estdérivableen 1 et
Go() = Gly(Gx (D) 65{1{1} = E(IN) E(X1). Par la caractérisation de I'espérance,
S admet une espérance et F(5) = E(IN) E({X1) (identité de Wald).

N
c. Le nombre de brochets est 5 = Z Xp,ou X vaut 1 sile k-iéme poisson estun
k=1
brochet : X p ~ B(p), indépendantes et indépendantes de IV .Para), pour t € [—1,1] :

Gg(t)=Gn(l—p+pt)=e-Ptpi-1) _ Ap-1)

C'est la fonction génératrice de P{A p) : le nombre de brochets suit la loi de Poisson

P(Xp.

Baréme : a) 0,5 point pour la formule des probabilités totales avec indépendance, 0,5 point pour Fubini
justifié, 0,5 point pour la conclusion ; b) 0,5 point pour la dérivée de la composée, 0,5 point pour la
conclusion ; ¢) 0,5 point pour la modélisation, 0,5 point pour le calcul, 0,5 point pour la loi.



Watson (8 points)

a. G{t) = % + % i+ % 2 et m = G"{l} = % +1 = % . L'exercice 3 appliqué avec
N =Z, et X = Xpnk (hypothéses d'indépendance admises) donne
GZar1 = GZ,°G . Comme Gz,y(t) = t,une récurrence immédiate donne
Gz, =GoGo...0G ( n fois), notée G° ™.

b. Les ™ sont des polyndmes (ce que confirme SO 2™ ), donc dérivables. En dérivant
GZpr1=Gz,°G en 1,avec G() =1 :
B(Znt1) = Gz, () G/() = m B(Z,).Comme E(Zg) =1,
n

B(Z,) = m" = (§)

. Gz,0 = ; P(Zn = K)0% = P(Z5 = 0) (avec 0 — 1), donc un = G7.(0).

Par associativité de la composition, ¢o(r+1) — = , &° ™, donc YUpyl = Gy}, avec
uy = P(Zy = 0) = 0. Alors

—

1 1,1

1 1 1
up = G(0) =y ”2=G(21)=4+16+3_2= ‘

(]
]

d. Gt)=tes2-3t4+43=0022-3t4+1=0& (2t —1)(t—1)=0.les

points fixes de G sur [0, 1] sont % et 1.
G estcroissante sur [0, 1] (coefficients positifs). Majoration : v, = 0 < %,et si
1 1N 1 o 1 |
0 < uy £5.0lors 0< Gluy) < G(E) = 5 - Monotonie : vy = 3 > g, etsi

Up 2 Uy _q,alors Uy = G(ug) = G(u,,_1) = un.lasuite (uy) estcroissante
et majorée par %  elle converge vers £ ¢ [0, %] .Par continuité de G, G(£) = £, etle

seul point fixe dans [D] %] est % Uy — % .
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1.0 — y=G(t) point fixe 1

0.8 1

0.6 1

e 1
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0.2 -

0.0 - e o
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e. Si Z, =0 alors Zn4] estunesomme vide, doncnulle: (Z, = 0) C (Zn+1 = 0).La
suite d'événements (Z,, = 0} est croissante, de réunion I'extinction. Par continuité
croissante, P(extinction) = lim u,, : la probabilité d'extinction vaut % , bien que

E(Z,) = +oo.

f. La nouvelle fonction génératrice est H(t) = % + % t + % 2, d'ou
_ ol 113
m=H{=3+5=13"
Premiére méthode. H(t) =t & t2 -3t +2 =0 & t € {1,2} :le seul point fixe dans
[D, 1] est 1.Commeend), lasuite U, = H{un} Up = 0, est croissante et majorée
par 1 (car H({1) = 1), donc converge vers un point fixe de [0, 1], c'est-a-dire 1.



n
Deuxieme méthode. Comme en b), E(Zﬂ} — (%) . Z ., estpositive, donc par I'inégalité de

mn
Markov P{zﬂgggg[zn}:(%) s Q.dot up=1-P(Z,21) =1,

Dans les deux cas, par continuité croissante, I'extinction est presque sire.

Erreur fréquente : conclure que I'extinction est presque siire parce que 1 est point fixe de (& .Lla
limite de  (uy) estle plus petit point fixe de G dans [0,1].

Baréme : a) 0,5 point pour & et ™., 0,5 point pour la composée ; b) 0,5 point pour la dérivation, 0,5
point pour le résultat ; ¢) 0,5 point pour Uy = GZ H{D}, 0,5 point pour la récurrence, 0,5 point pour

Uy et UYq ;d) 0,5 point pour les points fixes, 0,5 point pour la majoration, 0,5 point pour la monotonie,
0,5 point pour la limite ; e) 0,5 point pour la suite croissante d'événements, 0,5 point pour la conclusion ; f)
0,5 point pour ., 0,5 point par méthode.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controle : fonctions génératrices et lois de

sommes

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Fonctions génératrices » en maths spé

puis entrainez-vous avec les exercices corrigés fonctions génératrices.

Retrouvez tous les contrdoles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contréles de maths du CP au post-bac.
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