Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : extremums,
hessienne et extremums liés

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 4 points
Exercice 2 : Points critiques et hessienne 4 points
Exercice 3 : Equation des cordes vibrantes 3 points
Exercice 4 : Extremums liés sur une ellipse 4 points
Exercice 5 : Probleme : extremums sur le disque fermé 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (4 points)

a. Théoréme de Schwarz. Si | estde classe 2 surl'ouvert TJ, alors pour tous
3 €{l..,n} ettout z € U,

6 f 82 f
9. T, 9. Ij(g:) — b T, A ;I:E(J:)
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b. Supposons que f admette un extremum local en @, par exemple un minimum : il existe * =0
telque Bla,r) C U et fl(zr) > f(@) pourtout x € Bfa,r).Cestici quintervient
l'ouverture de 7.

Soit y € R™ nonnulet § = 75 .Lafonction @:t — fla + tv) estdéfiniesur |—8, 4.
Par la régle de la chaine, elle est dérivable en 0, avec /{0) = df(a)(v). De plus,
(p{t) > fpl:[]:l pourtout £ : % admetun minimumen 0, pointintérieur a l'intervalle. Donc

@/ (0) = 0.

Ainsi  df{@)(v) = O pourtout v (lecas w = 0 estimmédiat). Donc df{a) = O : le point
a4 est critique.

c. Prenons n = 1, la partie [D, l] et fl:a:‘:l = x .Llafonction f atteint son minimum sur
[0,1] en 0,mais f'(0) =1 £ 0. Un extremum atteint au bord d'une partie non
ouverte n'est pas forcément un point critique.

52 P 52
d. Notons , — #;@, 5 = aﬁe{y{g}, i = ﬁ;@,de sorte que

H f(a) = ([Hra;r?] Z ﬁi tS ,}) (symétrique par Schwarz). Soit @& un point critique.

si det Hy(a) = rt —s2>0et tr H(a)>0, f admetun minimum local strict en
a.Si det H (@) >0 et tr H f(a) <0, c’'est un maximum local strict. Si
det H s(a) < 0, il n'y a pas d'extremum local (point col). Si det H (@) = 0, onne
peut pas conclure a l'ordre 2.

Baréme : a) 1 point (hypothése de classe C2 exigée) ; b) 0,5 point pour I'usage de I'ouvert, 0,5 point pour
la dérivée de ¢, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point ; d) 1 point (0,25 par cas, 0,25 pour le lien avec
les valeurs propres ou le cas nul).



Exercice 2 : Points critiques et hessienne (4 points)

a. Lafonction [ est polynomiale, donc de classe 2 sur l'ouvert R2.0na g—f — 3pd _ 3y et
2 f :
dy
r = g%, 50t o(x3-1)=0,dnc £ =0o0u = =1.

= 3y2 — 3z . Un point critique vérifie donc ¢ = r?et £ = y2. Onentire

Les points critiques sont (0,0} et (1,1).

b. La matrice hessienne vaut H f(z, y) = (6_:1:3 :%i ﬁ_gy }) :
3

En (0,0) : det H f(0,0) = —9 < 0.Le point (0,0) est un point col : il n'y a pas
d'extremum local. On le confirme directement : f{a:, :E‘:l = 223 — 3x2 < 0 pour
0 < |z {% ,alors que  f(z, —%) = 352> 0 pour zF 0.

En (LD : Hf(L1) = ([Har;r?] 6_5‘5&_26) de déterminant 36 — 9 = 27 >0 etde

trace 12 >0 .Le point (1,1} est un minimum local strict, de valeur

L) =141-3=—1.
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c. Ona f(z,0) = 3, quitendvers +oo quand = — +oo etvers —co quand
£ — —00 . La fonction f n'est ni majorée ni minorée : elle n'a aucun extremum
global. En particulier, le minimum local en (1, 1) n'est pas global.

Baréme : a) 0,5 point pour les dérivées partielles, 1 point pour la résolution du systéme ; b) 0,5 point pour
la hessienne, 0,5 point par point critique ; ¢) 1 point.



Exercice 3 : Equation des cordes vibrantes (3 points)

a. L'application (z,v) — (z + vy, & — y) est une bijection linéaire de [R2, de réciproque
(u, v) — (TH_T" “—2 ).Ainsi glu, v) = f(“TM: %) . g estde classe (2,

comme composée de [ et d'une application linéaire.

Par la régle de la chaine, avec les dérivées de ¥ prisesen (z + v, £ — y), on obtient
¢ 5] 2]
% = g—i 4 g_—g et ﬁr = ﬁ 3 g En dérivant une seconde fois et en utilisant le

théoreme de Schwarz pour &, on trouve

62f 62 629 629 62f (929‘ 629 62
dz2 = & u2+ Fuov T go2 é‘y?:au?_?@uﬁv'l_@v?

g4 f a%f g4 g
gxd 3yl :45‘u5‘v($+y!$_y:"

Par différence,

b. Comme le changement de variables est bijectif, f est solution de () si et seulement si

52 4 5 g 3k
,declasse ¢1.ParSchwarz, == — () sur [RZ2.
Budw 7 u c 2 v 0 R

Pour u fixé, v — A{u, v) aune dérivée nulle sur l'intervalle R : elle est constante. Donc
h(u, v) = a(u), avec afu) = Alu,0) declasse 1.

— [ sur RZ.Posons p —

Soit % une primitive de o ; elle est de classe 2. Alors ;—u(g{u, u) — gﬂ{u}) = 0, donc
glu, v) = @(u) + ¥(u), avec Plu) = g0, v) — ©(0) declasse 2.

Réciproquement, si f{z, v) = ez +vy) + ¥(r — y) avec ¥, 1 declasse (2, alors
0% f 1 32 f
7.2 =Pty +d -y =57
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Les solutions de (P} sont les fonctions (z,y) — @(r + y) + ¥(r — v) , avec ¥,
1 de classe (2 sur R.

c. Les conditions donnent () + (r) = 22 et /(z) — 1'(z) = 0 pourtout x.Donc
i+ ¢

¢ — 1) estune constante ¢, puis @(z) = 5

et f(z) = %.Par conséquent,

(z + )%+ (z — 9)*
2

flz,y) = = z?2 4+ y2.

La solution cherchée est f(r, y) = £2 + y? ;on vérifieque 2 —2 = 0.

Baréme : a) 0,5 point pour la classe de g, 1 point pour le calcul des dérivées secondes ; b) 0,75 point pour
la résolution de g _uv = 0, 0,25 point pour la réciproque ; c¢) 0,5 point.

Exercice 4 : Extremums liés sur une ellipse (4 points)

a. L'ensemble I" = g—1({0]) estfermé, comme image réciproque d'un fermé par I'application
continue . Il estborné, car |z| < 2 et |y| < 1 sur I".llestnonvide car (2,0) € I".
En dimension finie, 1" est donc compact. La fonction continue [ est bornéesur [ ety
atteint ses bornes.

b. Ona V glz, y) = (%! Ey), nul seulementen (0,0} .or ¢(0,0) = -1 ?‘é 0.ponc Vg

ne s'annule pas sur ['.

c. Ona V f(z,v) = (v, ). Les deux gradients sont colinéaires si et seulement si



det| ¥

En reportant dans I'équation de I, on obtient yg + yg = 1, soit yg =

1
Les points cherchés sont (.fﬁ! %), (_\.@J _g) , (.fﬁ! _§) et (_\2&1 g) .

d. Le maximum et le minimum de f sur I" sont en particulier des extremums locaux de la
restriction. D'apres b et le théoreme des extremums liés, ils sont atteints parmi les quatre points

précédents. Or f vaut 3 x /2

5 = 1 aux deux premiers et —1 aux deux derniers.

Le maximumde [ sur I vaut 1, atteinten i(.ﬁ] @) ; le minimum vaut -1,

2
atteint en i(ﬁ] _g) .

Erreur fréquente : oublier la question a. Sans I'existence des extremums, la condition de colinéarité
fournit seulement des candidats.

Bareme : a) 1 point (fermé, borné, dimension finie) ; b) 0,5 point ; ¢) 0,75 point pour la condition, 0,75
point pour les quatre points ; d) 1 point.

Exercice 5 : Probleme : extremums sur le disque fermé (5

points)

a. Le disque I estfermé et borné dans [R2, donc compact. La fonction f, polynomiale, est
continue. Elle admet donc un maximum et un minimum sur .

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

b. L'intérieur de I} est le disque ouvert, sur lequel on cherche les points critiques :
V flz,v) = 2z —1,4y) = (0,0) donne (l: D) , qui est bien intérieur. En ce point,

2
Hye = ([\ra};?] g g g ,}) , de déterminant 8 > 0 etdetrace © > 0. C'est un minimum

local strict, de valeur f(%: ) = —% . En fait, f@;] y:, — (3; — %) 4 gyg _ 1 , Ce qui

montre que le minimum est global.

c. Pour t € [0,27],0na
flecost,sint) = cos2 £ + 2sin® £ —cost = 2 —cos?f —cost.Posons u = cost,
quidécrit [—1,1] et k(u) = 2 —u —u2 . Alors k'(u) = —1 —2u : k estcroissante
sur [—1, —%} puis décroissante sur [—%: }

On calcule k{-1) = 2, E@(—%) =2+ % —% = % et k(1) = 0.Surlecercle, |

est atteint en (_%: :I:%) etle

He |

prend ses valeurs dans [D, %} : le maximum

minimum 0 en (1,0).

d. Unextremumde [ sur I est atteint soit  I'intérieur, ol c'est alors un extremum local sur un

ouvert, donc un point critique (exercice 1), soit sur le bord. Le seul point critique intérieur donne
1 g9

—g 5 sur le bord, les valeurs sont comprises entre [ et 1

, atteint

He e

Le minimum de [ sur D vaut —% , atteint en ( ) le maximum vaut
2
2x g

en (—]—'1 E) et en (_l: _E) . Vérification : —|-

1 _ 9
77 T t3=2



max 2

1.0
-
> 0>
0.5 - -

> 0.0
—0.5-
~1.0-

max%

~1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

e. Aupoint g — (—%1 %) ona V fla) = 2z —1,4y) = (—2, Eﬂ) . Le gradient de
N:(z,y) =+ £2 +y2 vaut V N(@) = (25, 2y) = (—l, xﬁ) . Ainsi
V f(@) = 2 V N{a) : les deux gradients sont colinéaires.

C'est la condition des extremums liés : @ est un maximum de f restreinte au cercle N =1,
et V N(a) s 0.Deplus, le coefficient 2 est positif: 'V f(&) pointe vers 'extérieur du
disque. La fonction f ne peut donc pas croitre en entrant dans 12, ce qui est cohérent avec un
maximum sur I} .

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour le point critique, 0,5 point pour sa nature ; ¢) 0,5 point pour la
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réduction a k, 1 point pour I'étude et les valeurs ; d) 1 point ; €) 0,5 point pour le calcul, 0,5 point pour
I'interprétation.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : extremums, hessienne et
extremums liés

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Optimisation » en maths spé puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés optimisation.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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