Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : exponentielle de
matrice, systemes linéaires

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : dérivation et exponentielle d'une somme 3 points
Exercice 2 : Calculs d'exponentielles 5 points
Exercice 3 : Spectre et déterminant de exp(A) 4 points
Exercice 4 : Probleme : un systeme différentiel en dimension 3 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : dérivation et exponentielle
d'une somme (3 points)

Foo L
a. Onpose exp(d) = Z % . Comme la norme est une norme d'algébre, ona |A%| < |45,
k=0

|41 AL
< g k!
donc absolument convergente dans I'espace M, (K), qui est de dimension finie, donc
complet : elle converge.

donc . Or la série numérique converge, de somme gl4l . La série est

Ak
Kk

k-1
b. Posons uk':t:' — %Ak .Chaque Y estdeclasse 1, avec ui,(t} = h A% pour
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k > 1.Llasérie Z u(t) converge pourtout £ (question a). Soit a >0.Pour [f| < a,

alANFT
|ufk{t}| < IAI%

converge donc normalement sur [—a, a].

, terme général d'une série convergente. La série des dérivées

Par le théoréme de dérivation terme & terme, % est de classe ¢l sur [—a, a], pour tout @,
donc sur [K. De plus,

47 _ 4 exp(tA).

$Too tk 1 :A—I—oo L9
- Sdharea 5

En factorisant A & droite, on obtient de méme exp(tA) 4 . Ainsi
@/ (t) = Aexp(tA) = exp(td) A

c. Posons F(t) = exp(t{A + B}) et G(t) = exp(tA)exp(tB).D'aprésb, ona
F';{t:l = (A + B) F'(t) . Par dérivation d'un produit (application bilinéaire),
G'(t) = A exp(tA) exp(tB) + exp(tA) B exp(tB).Comme B commute avec
exp(tA),ilvient G'(t) = (A + B)G().

Ainsi F' et (3 sont solutions du méme systéme linéaire matriciel ¥/ = (A+B)Y ,avec
F{0) = G(0) = I, .Parlethéoréme de Cauchy linéaire, F' = G'.En t = 1, on obtient
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Enfin, A et —A commutent, donc exp(A)exp(—A) = exp(0) = I, . La matrice
exp({A) estinversible, d'inverse exp(—A) .

Bareme : a) 0,5 point pour la définition, 0,5 point pour la convergence absolue et la complétude ; b) 0,5
point pour les hypothéses du théoreme de dérivation terme a terme, 0,5 point pour le calcul ; ¢) 0,75 point
pour I'argument de Cauchy, 0,25 point pour I'inversibilité.



Exercice 2 : Calculs d'exponentielles (5 points)

a. Le polyndme caractéristique vaut (1 — }l)g —4 =(A-3)(A+1).0na
A1 (L) =3(,1) et A1(1,-1) = —(1,-1).Ansi Ay = Pdiag(3, -1) P71, avec

P = ([“\.aa}f?]% x 1_1) et Pl = %([Haa@r?] &l ) .

Par continuité de A4 — P M P—1,ona exp(P D P~1) = Pexp(D) P~L. Donc

_p(3 0 1 _1f{ed+e 1l ed el
exp(Ay) = P( 0 66_1) P= 2( ed el ed4el)

(el
o2
e

b. Ontrouve N4 = ( ) et 3 — (. La série est donc finie :

N2 1 1 %
0 &0 1
010
c.Oona B =2I74J avec J = (8 % |%]).Ensuite, J2 a pour seul coefficient non nul un

1 enposition (1,3),et 73 —= (.Lesmatrices 2fJ3 et tJ commutent, donc, d'aprés
. 2
lexercice 1, exp(tB) = exp(2t I3) exp(tJ) = et (Ig +tJ + % Jg) :
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exp(tB) = e?t

OO0 =
O o
— |

d Ona ¢2 = p2 = (,donc exp(C)=Iy+C = ([Hra}r?]éﬁllz}) et

exp(D) = ([Rra;r?]% g ?,}) . Parailleurs, (C' + D}E = JIq.Enséparant les puissances

paires et impaires, on obtient exp(C + D) = ch(l) Iy 4 sh(1) (C + D).

exp(C + D) = (§hY $h1) exp(C)exp(D) = (ray?) 2 #13)

Les coefficients diagonaux de exp(C + IJ) sont égaux, ceux de exp(C) exp(D) ne le sont
pas. Donc exp(C + D) # exp(C’) exp(D) : I'hypothése de commutation est
indispensable, etici CL ?é Dc .

Erreur fréquente : écrire exp(2 I3 + J) = exp(2 I'3) exxp(J) sans mentionner que 2 I'3 et
J commutent ; la question d montre que cette justification n'est pas une formalité.

Bareme : a) 0,5 point pour la diagonalisation, 1 point pour exp(A1) ; b) 0,5 point pour les puissances, 0,5
point pour exp(N) ; ¢) 0,5 point pour la commutation citée, 1 point pour le résultat ; d) 0,5 point pour les
trois exponentielles, 0,5 point pour la conclusion.

Exercice 3 : Spectre et déterminant de exp(A) (4 points)




m
Ak
a. Pourtout %,ona Ak — p Tk p—1.Donclasomme partielle Son(A) = 21 vaut
k=0
P Sm{T) P—1 Lapplication pg —s P AF P—1 estlinéaire en dimension finie, donc

continue. En passant & la limite, exp(A) = P exp(T)P~1.

Un produit de matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieur, et ses coefficients

diagonaux sont les produits des coefficients diagonaux. Ainsi 'k est triangulaire supérieure, de
ra_ yk
diagonale A¥ ... Ak .llenva de méme pour S.,,(T"), de diagonale Z 7r - Or
k=0
I'ensemble des matrices triangulaires supérieures est un sous-espace vectoriel, donc fermé en

dimension finie. Par passage a la limite, exp(T') est triangulaire supérieure, de coefficients
diagonaux E}‘lj - E}‘n.

. Les matrices exp({A) et exp(T) sont semblables. Elles ont donc méme spectre et méme
déterminant. Le spectre d'une matrice triangulaire est I'ensemble de ses coefficients diagonaux.

Donc Splexp A) = {E")"l:, [\hspe?]1.., E‘}"”‘} = {e* A € [\matathrm?]Sp(A}}.

De plus, det(esxcp A) = H e — EZ 2 or Z Ay = to(T) = tr(A) , carla trace

est invariante par similitude. Ainsi det(exp A) = etr 4,

. Si A estréelle, tr(A) estréel, donc det(exp A) = etr 4 > 0. Par exemple,
diag(—1,1,...1), de déterminant —1, est inversible mais n'est I'exponentielle
d'aucune matrice réelle.

. La transposition est linéaire, donc continue, et t{Ak} = {t A}k. Ainsi
tA) =

,exp(—A)

Vexp(A)exp(A) = I, :lamatrice exp(A) estorthogonale.

texp(A = exp( . D'aprés l'exercice 1, exp(—A) = e};p(Aj_l . Donc

Enfin, la diagonale d'une matrice antisymétrique est nulle, donc tr{A} =0 et
det(exp A) = €0 = 1. Ainsi exp(d) € SO, (R).
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Baréme : a) 0,5 point pour la similitude, 1 point pour la forme triangulaire (fermeture justifiée) ; b) 0,5
point pour le spectre, 0,5 point pour le déterminant ; c) 0,5 point ; d) 0,5 point pour I'orthogonalité, 0,5
point pour le déterminant.

Exercice 4 : Probleme : un systeme différentiel en dimension 3
(8 points)

a. Chaque coefficientde 772 vaut 1+14+1 = 3,donc [7r2 — 377 .Comme IJ et I3
commutent, A2 = U2 20U 4+ I3 =30 -2 +I3=U+1I3.0r
U+JI3=A+2Iz,donc A2 =4 4213.

b. Le polyndme X2 — X —2 = (X —2)(X +1) annule A . Il est scindé a racines simples,
donc A est diagonalisable, et Sp(d) C {2, -1}.

D'une part, A u = 2w ,donc 2 estvaleur propre. D'autre part, ker{A + Ig} = ker I

est le plan d'équation = + % + = 0. Il est non nul, donc —1 est valeur propre. Les

dimensions des sous-espaces propres ont pour somme 3 . Ainsi  Fo{A) = Vect{u) et
E_1(A) estle plan d'équation = +vy + =z = 0,

c. Les matrices —t I3 et #IJ commutent. D'aprés I'exercice 1,
exp(tA) = exp(—t I3) exp(tU) = et exp(tU) . Parrécurrence, 7k = 3k—1gr
pour & > 1.Donc

+ 00
k ak—1 3t _
exp(tU) =13+ %U=I3+6T1U.
k=1
gdl — g—

On obtient e};p(tg} — g1 Ig+ ! [J . Vérification:en ¢+ = 0, onretrouve f13.

3



d. Le systéme est a coefficients constants. D'apres le cours, l'unique solution du probléme de Cauchy
est X(t) = exp(tA) X(0).or U (1,0,0) = u, donc
21 _ —1
X@) =et (L0, +=F—(1LL1,

La solution est gg{t} = w et y{t} = z{t} = @ . Vérification :

2(0) =1, y(0) = 2(0) = 0, et yi(t) = 2FE = g(e) 4 2(2).

— X(1)
— y(t) =2z(t)
——- X(t) pour X(0) = (1, — 1,0)

e. Posons s =a-+b+c.Ona Ufabc)=su,donc
221 _ p—1

X(t)=eta,bo+s—g —u.

Si s =0,alors X(t) =et(a,bc), quitendvers 0.Si s ?é 0, la premiére coordonnée
Pl R , . .
vaut e—t g + s % , qui tend vers 4 oo . La solution tend vers [ si et seulement

si a+b+4¢c = 0.Géométriguement, les conditions initiales convenables forment le
plan FE_ (A}, associé 4 la valeur propre de partie réelle négative.
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f. On cherche une solution constante X ., c'est-a-dire telle que A X. = —u .Comme
Ay = 2w ,onpeutprendre X, = —% w.Alors ¥ = X — X vérifie v/ = Ay et
1 o g21 ,
Y{[j] =5U. Donc Y(t} — e}:p{t}l} 5 = m u, puisque U est vecteur propre pour la
valeur propre 2.

La solution est  X(t) = EHT_I (1,1,1) . Vérification : X’{t) — g2 4 et

AX 4+ u = {egt—lju—ku:egtu.

Bareme : a) 1 point; b) 0,5 point pour la diagonalisabilité, 1 point pour les sous-espaces propres ; ¢) 0,5
point pour la commutation, 1 point pour les puissances de U, 0,5 point pour le résultat ; d) 0,5 point pour la
formule X(t) = exp(tA)X(0), 1 point pour les coordonnées ; e) 0,5 point pour la condition, 0,5 point
pour l'interprétation ; f) 0,5 point pour la solution constante, 0,5 point pour la solution.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contrdle : exponentielle de matrice, systemes

linéaires

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Systemes différentiels linéaires » en

maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés systemes différentiels linéaires.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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