Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : équations
difféerentielles linéaires

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : théoreme de Cauchy linéaire 3 points
Exercice 2 : Wronskien et deuxiéme solution 4 points
Exercice 3 : Variation des constantes 4 points
Exercice 4 : Solutions développables en série entiere 4 points
Exercice 5 : Probleme : équations non normalisées et raccordements 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : théoreme de Cauchy linéaire (3

points)

a. Théoréme de Cauchy linéaire. Si A : T — M (K} et B.5 — K™ sontcontinues, alors
pourtout g € I ettout Xy € K", le probléeme de Cauchy X' = A(t) X + B(t),
X(tg) = X admet une unique solution définie sur I tout entier.

b. La fonction nulle est solutionde (H).Si X et ¥ sontsolutionset X € K, alors
AX+Y)Y = XA X +AR)Y = A(#)(A X +Y).Donc Sy estun sous-
espace vectoriel de  C1(Z, K™) .
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L'application % est linéaire, car I'évaluation en [ I'est. Le théoréme de Cauchy linéaire,
appliqué avec B = 0, donne ensuite deux choses. D'abord, pour tout X, il existe une solution
telleque X(tp) = X : ¥ estsurjective. Ensuite,si (X ) = 0, alors X et lafonction
nulle résolvent le méme probleme de Cauchy,donc X = [0 : % estinjective.

Ainsi ¥ est un isomorphismeet dim Sy = n.

c. Lafonction % estsolution si et seulementsi ¥ = (53) vérifie

1
Y/ = (—b::t} —a{t)) Y . Cette matrice dépend continiment de ¢ .Deplus, ¥ — ¥ est

un isomorphisme entre les deux espaces de solutions. L'espace des solutions est donc de
dimension 2.

Baréme : a) 1 point (hypothése de continuité, existence et unicité, solution définie sur tout I);b) 0,5
point pour la structure de sous-espace, 0,75 point pour I'isomorphisme, 0,25 point pour la dimension ; ¢)
0,5 point.

Exercice 2 : Wronskien et deuxieme solution (4 points)

a. Pour y; = et ona Y] =y}’ =e" ponc tet —(t+1)et + et = 0.Lafonction
Y1 est solutionde (Eq) sur I.

b. Sur I',ona t ?‘3 0, donc toute solution vérifie yll = (1 + %) yl — % y . Or
w' = yi yé + v yg’ — y{’ Yoy — yi yé =Y yg — yi" Yo . En remplagant, les termes en

% Yy g Se compensent, et il reste



C'est une équation linéaire d'ordre 1. Une primitive de 1 4 % sur I est £+ Int.Donc
W)= Ket T Int — K fet,avec K constante.

£yl
_'yl'yg .yllyﬂ_W

f
. Comme Y1 nes'annule pas, ona (%) = Avec W{t} = —tel,

v e
Y
on obtient (ﬁ) — _fte—t.
or t = (t+1)e* apourdérivée e—* —(t +1)e—+ = —¢ e~ . On peut donc prendre

% = (t + ) et clest-a-dire yQ(t} =t+1.

Vérification: Y7 = O et —(t+1)x 1+ (z+1) = 0.Deplus,
W =etxl—et(t4+1) = —tel Lafonction ¥y:%t = £ +1 convient.

. L'équation, normalisée sur I, a des coefficients continus. Par le théoreme de Cauchy linéaire, son
espace de solutions est donc de dimension 2. Le wronskien —¢ ¢! ne s'annule pas sur I, donc
(yl, yg) est libre. C'est une base, et les solutions sontles v = a el + 5 (t +1).

Les conditions donnent e + 25 = O et ae + 5 = 1.Pardifférence, £ = —1, puis
a = 2. La solution cherchée est y(t) = 2t —1 — ¢ —1.0n vérifie que
y(l)=2-2=0e y/()=2-1=1,

Baréeme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour I'équation de T¥ , 0,5 point pour la résolution ; c) 0,5 point pour
la dérivée du quotient, 0,5 point pour la primitive, 0,5 point pour Y15 et la vérification ; d) 0,5 point pour
la base (dimension et wronskien), 0,5 point pour la solution du probléme de Cauchy.

Exercice 3 : Variation des constantes (4 points)
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a. L'équation caractéristique r<2 4+ 1 = (0 apourracines =+ z.Les solutions homogénes sont
les t —+ Acost+ Bsint,avec A4, 8B c .

b. Oncherche y = Acost+ wsint,avec A, u dérivableset X cost+ u/sint =0.
Alors y/ = —Asint 4+ ucost,puis y/ = —}Lcost—;&sint—}lfsint—l—#-’cost-
Ainsi % est solution si et seulement si

Mcost+ plsint =0
[ 1
—A sint 4+ p/ cost = 553

Le déterminant de ce systeme vaut cog< £ + sind t — 1 :C'est le wronskien de {cos, sin} .
=1.

Par les formules de Cramer, A’ = _sin ¢ x = —tantet u/ = costx

cos b cost

Sur J,ona cost>>0.0npeutdoncprendre A(t) = In(cost) et u{t) = t.Une
solution particuliere est y,(t) = cost In(cost) +tsint,

¢. Par le principe de superposition, les solutions de {Eg) sur . sontles
y(t) = Acost+ Bsint +costn{cost) +tsint,avec A4, B R,

avec un second membre continu sur J . Le théoreme de

d. L'équation s'écrit ¢/l = —1y 4 e

Cauchy linéaire assure donc I'existence et I'unicité de la solution. On calcule
yP{D} —1xIlnl4+0=0 et
yfp{t} = —sint In{cost) —sint +sint + fcost = —sint In{cost) + £ cost, gy

yp0) = 0.

La solution cherchée est %, :t — cos? In{cos ) +£sint,

Erreur fréquente : oublier la condition Meost + p/ sin ¢ = 0 et dériver deux fois un produit sans



la simplifier, ce qui fait apparaitre des dérivées secondes de X et kK.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point pour le systeme, 0,5 point pour sa résolution, 0,5 point pour les
primitives (signe de cos t justifié) ; ¢) 0,5 point; d) 0,5 point pour la justification par le théoréme de
Cauchy, 0,5 point pour la solution.

Exercice 4 : Solutions développables en série entiere (4 points)

! — n—1
a. Sur ]—R, H[ , on peut dériver terme a terme. Ainsi f I:j::' o ;1 Nand et
n

f”'ii::' = Z ﬂ’(ﬂ’_l:' G zn— . On obtient

n > 2

4o f (@) +2 f' (@)= > (4n(n=1)+2n)a,en 1l = 3" 2(n+1)(2n+1) a, o™
s n >0

Par unicité des coefficients d'une série entiére, | est solution si et seulement si, pour tout
— . _ Bn
n>0, 2(n4l) (EGH-H} Gpt1 = On . Autrementdit, &, 41 = [Fo7y g5 - Par
récurrence, G, = (2—;'), pour tout .

. 1
T (2n+1)(2n+2)
donne donc A = +co. Le calcul précédent est alors valable sur [R.

Dn+l
A

Réciproguement, pour g ?é 0,ona — [ . Laregle de d'Alembert

2
b. Pour = >0, Z(g—;: Z%.Pour r < 0,onécrit £™ = {—l}n(\f—_ﬁjgn.On

obtient f(r) = ch(vZ) pour = >0 et f(zr) = cos(v=%) pour = <U0.

chiJT) ghivl chiyT) Donc

c. Pour z>0,0na gf{@ = 5z . Puis gﬁ{@ = Ar ~ Ariz
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Ap g +2 g/ —g = shig — LT L T _ oh i — (.

' 2 . . 1 1 N - .
Sur ]D, -|-CO[ , I'équation se normalise en /' = T yl + 1, Y9 coefficients continus. Par
le théoréme de Cauchy linéaire, I'espace des solutions est de dimension 2. Or f et g sont
, g , . .
solutions, et F= thvT n'est pas constante : la famille est libre. Les solutions sur ]D, —I-C'D[
sontdoncles v = o chv@ + S shvT.

o  shdm | Bch@ : o
. Ona yf,:;@ =5 X iz + e .Quand 5 —s 01, le premier terme tend vers 7 . car

EhT“ —s 1. Enrevanche, le second tend vers =4 oo désque 3 ?é 0.

Les solutions cherchées sont exactement les . chyT : ce sont les restrictions des
solutions développables en série entiere de la question a. Les solutions développables en
série entiere forment une droite, alors que I'espace des solutions sur ]D, —|-CO[ estun plan:le
point O, ou le coefficient de  y*/ s'annule, est singulier.

Baréme : a) 0,5 point pour la dérivation terme a terme et le décalage d'indice, 0,5 point pour la récurrence
et %n, 0,5 point pour A ;b) 0,5 point; c) 0,5 point pour la vérification, 0,5 point pour la dimension et
la liberté ; d) 0,5 point pour I'étude de la limite, 0,5 point pour la conclusion.

Exercice 5 : Probleme : équations non normalisées et

raccordements (5 points)

Partie A : I'équation xy’' — 2y = x3

a. Sur ]D, —|-CO[ , I'équation s'écrit yl — % Yy = 2 . Les solutions homogeénes sont les (&' ¢4,
car exp(2ln z) = £2. Ensuite, v = £3 est une solution particuliére :
rw 32 — 9.3 — 3. Le méme calcul vaut sur ]—DC', D[ ,puisque exp(2ln |z[) = x2



Les solutions sont v = z3 + €1 o2 sur ]D, —|-CO[ et y =234+ Cqx? sur
J-c0,0]

b. Analyse. Soit ¥ une solution sur [ . Ses restrictions sont solutions sur chaque demi-droite, donc
il existe C1,Cq telsque y(z) = £3 + C1x2 pour £>0et y(z) = £3 + Cqz?
pour x < 0.Parcontinuitéen 0, w(0) = 0, ce que confirme I'équationen £ = O :

—Zy([]} =0,

Synthése. Soit ¥ ainsi définie, avec y(0) = 0. Elle est dérivable sur R* et vérifie I'équation.
En 0, le taux d'accroissement vaut @ — z2 4 ¢, ¢ Quitendvers O des deux cotes.

Donc ¥ estdérivableen 0,avec y/(0) = 0. L'équationen 0 s'écritalors
0x0—-2x0 =0 :elleest vérifice.

Les solutions sur R sont les fonctions égalesa z3 4 Cqx2 pour = > 0 eta
3 4+ Cyxz? pour £ <0,avec C1 et Cg réels quelconques.
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/ / / — C=1,C=1
-2 - [’ I, [ —_— C1=-05, C;=-2
/ / — C=-2, =2
/ H — €1=0,G,=0
-3 / . . . . .
—-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

c. La direction est I'ensemble des solutions homogénes = — €'y £2 (pour = = 0)et Cnx?
(pour x <« 0). Elle est engendrée par = — 21z >0et z — 21, < (1. Elle est donc
de dimension 2, alors que I'équation est d'ordre 1.

Il n'y a pas de contradiction. En effet, le théoréme de Cauchy linéaire ne s'applique qu'a une
équation normalisée y/ = a(r)y + b(x) ,avec @, b continues. Or on ne peut pas diviser par
I sur un intervalle contenant 0.

Toutes les solutions vérifient %(0) = 0. 1l'y en a donc une infinité avec u(0) = 0, et
aucune avec () = 1.Enfin, y(1) =1+ C1 = 2 donne €1 =1, et

y(-1) = -1 4+ Cy = 0 donne €'y = 1. La solution cherchée est y(r) = £3 + 2
sur [F.

d. La fonction est de classe ¢ sur R*.Sadérivée vaut 3x2 4+ 2C1 z pour = >0,
3z + 2Cyz pour <0 et 0 en 0.Elleestdonccontinue: ¥ estdeclasse ¢l.Le
taux d'accroissement de ¥/ en 0 tendvers 2C'{ adroite et vers 2C'g a gauche. Les



solutions de classe ("2 sont donc celles avec C'1 = {9, c'est-a-dire les
r — £3 4+ C x2.Danscecas, y/{x) = 6z 4+ 2C est bien continue.

Partie B : I'équation xy’ + y = 2x

e. Onremarque que z v/ + y = {;1: y}’r. Sur chacun des intervalles ]D, —|—CO[ et ]—DD, D[ )
I'équation équivaut donc a {;py) = 2x,s0it TY = x2 4+ C . Les solutions sont
y = $_|_% sur ]D,-I-OO[ et , — $_|_% sur ]—CO,D[.

Si ¥ estsolution sur [, elle est continue en (J, donc bornée au voisinage de 0. Or % n'est
bornée au voisinage de o+ quesi C1 = 0 ;deméme, Cg = 0.Donc y{zr) = = sur
R*, puis y({0) = O par continuité. Réciproquement, ¥ = T convient: z X1+ z = 2z.
L'unique solution de (') sur R est = — x.

Baréme : a) 0,5 point par demi-droite ; b) 0,5 point pour I'analyse, 1 point pour la synthése (dérivabilité en
0 démontrée) ; c) 0,25 point pour la dimension, 0,25 point pour I'explication, 0,25 point pour les problémes
en 0, 0,25 point pour la solution avec y(1) et y(—1) ; d) 0,5 point ; e) 0,5 point pour les solutions sur
chaque demi-droite, 0,5 point pour le raccordement.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : équations différentielles linéaires

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Equations différentielles linéaires » en
maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés équations différentielles linéaires.
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